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Abstract. 

m 
O 

çNJ ■ This text is a study of the missing case in our article [B.91], that is to say 

the eigenvalue 1 case. Of course this is a more involved situation because 

l/-) ! the existence of the smooth stratum for the hypersurface {/ = 0} forces to 

consider three strata for the nearby cycles. And we already know that the 
smooth stratum is always "tangled" if it is not alone (see [B.84b] and the 
introduction of [B.03]). 

The new phenomenon is the rôle played here by a "new" cohomology group, 
dénote by H™ nS (F)=i, of the Milnor's fiber of / at the origin. It has the 
same dimension as H n (F) = i and H™(F) = i l and it leads to a non trivial 
factorization of the canonical map can : H™(F) = i — » H n (F) = i, and to a 
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monodromic isomorphism of variation var : H™ nS (F) =1 — > H™(F)=i. It 
gives a canonical hermitian form 

H:H: nS (F) =1 xH n (F) =1 ^C 

which is non degenerate 2 . This generalizes the case of an isolated singularity 
for the eigenvalue 1 (see [B.90] and [B.97] ). 

The "overtangling" phenomenon for strata associated to the eigenvalue 1 
implies the existence of triple pôles at négative integers (with big enough ab- 
solute value) for the meromorphic continuation of the distribution J x |/| 2A D 
for functions / having semi-simple local monodromies at each singular point 
of {/ = 0}. 

AMS Classification 2000 : 32-S-25, 32-S-40, 32-S-50. 

Key Words : Hypersurface, Non isolated Singularity, Vanishing Cycles, Tangling 
of Strata. 



Résumé. 

Ce texte étudie le cas manquant de notre article [B.91], à savoir le cas de la 
valeur propre 1. C'est évidemment un cas plus compliqué que celui d'une 
valeur propre ^ 1 puisque la présence de la strate des points lisses de 
l'hypersurface {/ = 0} oblige à considérer trois strates pour les cycles 
proches. Et l'on sait déjà que cette strate lisse est toujours "emmêlée" en 
présence d'une autre strate (voir [B.84b] et l'introduction de [B.03]). 
Le phénomène nouveau est le rôle joué ici par un "nouveau" groupe de coho- 
mologie, noté H£ nS (F)=i, de la fibre de Milnor de / à l'origine, qui est de 
même dimension que H n (F) = i et H™(F) = i 3 et qui donne lieu à une factori- 
sation non triviale de l'application canonique can : H™(F) =1 — > H n (F) =1 , 
et à un isomorphisme monodromique de variation var : H™ nS (F) = i — > 
H™(F) =1 . On en déduit une forme hermitienne canonique 

H ■■ H n cnS {F) =1 x H n (F) =1 -> C 

2 Here again the n = 2 is analoguous but spécial. 

3 Le cas n = 2, c'est à dire le cas d'une hypersurface de C 3 , est analogue mais spécial. 
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qui est non dégénérée 4 . Ceci généralise le cas d'une singularité isolée pour la 
valeur propre 1 (voir [B.90] et [B.97] ). 

Le phénomène de "suremmêlement" de strates pour la valeur 1 donne l'existence 
de pôles triples aux entiers négatifs (assez grands en valeur absolue) pour le 
prolongement méromorphe de la distribution J x |/| 2A D en présence de mon- 
odromies locales semi-simples pour / en chaque point du lieu singulier de 
{/ = 0}. 

AMS Classification 2000: 32-S-25, 32-S-40, 32-S-50. 

Mots Clefs : Hypersurface, Singularité non isolée, Cycles Evanescents, 
Emmêlement de Strates. 

Introduction. 
0.1 

Le but du présent article est de compléter l'étude du phénomène 
d'emmêlement de strates (consécutives) pour les cycles évanescents, faite 
dans [B.91] 5 pour une valeur propre de la monodromie différente de 1 par 
l'étude du cas de la valeur propre 1 de la monodromie. La situation que nous 
considérons ici est le cas d'un germe non constant de fonction holomorphe 
/ : (C™ +1 ,0) — > (C, 0) vérifiant la propriété suivante : 

Il existe un germe de courbe (S, 0) à l'origine de C n+1 tel qu'en chaque 
point x en dehors de cette courbe la monodromie locale de / agissant sur 
la cohomologie réduite de la fibre de Milnor de / en x ne présente pas la 
valeur propre 1. 

Bien sur, le germe de courbe (S,0) est "à priori" contenu dans le lieu 
singulier de l'hypersuface / _1 (0) mais ce lieu singulier sera en général de 
dimension plus grande que 1. 

0.2 

De même que pour le cas d'une valeur propre ^ 1 on rencontre cette 
situation de la façon suivante : 

4 La encore le cas n — 2 est analogue mais spécial. 
5 Voir également [B.03]. 
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On considère un germe non constant de fonction holomorphe 

F : (C N ,0) -> (C,0) 

et on dénote par So C Si les deux plus grosses strates du lieu singulier 
de _F _1 (0) le long desquelles la valeur propre 1 de la monodromie apparait 
(sur la cohomologie réduite 6 ). Supposons que la codimension de S soit 
égale à n + 1 et que celle de Si soit égale à n 7 . Effectuons une section 
plane transverse en un point générique de S par un plan P de dimension 
n + 1. Un tel plan "générique" est non caractéristique pour le D— module 
correspondant au faisceau pervers ipp l et la restriction / := F\ P vérifie 
nos hypothèses et décrit la situation locale pour ipp^ dans un voisinage du 
point générique de S que l'on a considéré 8 . 



0.3 Les hypothèses standards pour la valeur propre 1. 

Soit X un voisinage ouvert de Stein connexe de l'origine dans C n+1 et 
supposons que n > 2 9 . Soit / : X — > C une fonction holomorphe non 
constante. Notons pour p > par H p (0) le faisceau constructible sur 
Y : = / _1 (0) donné par le sous-faisceau spectral de la monodromie de / 
pour la valeur propre 1, agissant sur le p— ième faisceau de cohomologie 
du complexe ipf des cycles évanescents. Donc le germe en chaque point 
y £ Y de H' p (0) est le sous-espace spectral pour la valeur propre 1 de la 
monodromie agissant sur le p— ième groupe de la cohomologie réduite de la 
fibre de Milnor de / en y. 
Nous ferons les hypothèses suivantes : 

6 Ce sont donc les supports des deux premiers faisceaux de cohomologie non nuls du 
complexe à cohomologie constructible des cycles évanescents de F relatif à la valeur 
propre 1 de la monodromie, que l'on notera ipp l . 

7 C'cst dans cette hypothèse, qui est "générique", que l'adjectif "consécutif prend son 
sens dans l'expression " strates consécutives" : T,q est de codimension 1 dans Ei. 

8 Grace au théorème de restriction non caratéristique (voir [B.M.89]) et à la correspon- 
dance de Riemann Hilbert (voir [K.84]). 

9 Dans le cas n = 1 le phénomène d'emmêlement de strates pour la valeur propre 1 
que nous allons étudier n'apparaît pas, même pour une fonction non réduite. Le cas où 
n = 1 sera considéré dans la suite sous l'hypothèse plus forte d'une singularité isolée pour 
la valeur propre 1 (notion déjà étudiée dans [B.90] et [B.97] ). Ce cas sera essentiel quand 
on étudiera la situation d'une section hyperplane transverse en un point générique de la 
courbe S. 



Interaction de strates III. 



5 



• (i) Le faisceau H n (0) est concentré à l'origine. 

• (ii) Le faisceau H n ~ 1 (0) est concentré sur une courbe S admet- 
tant l'origine pour unique point singulier. De plus, chaque composante 
irréductible de S contient l'origine et est un disque topologique. 

• (iii) La restriction de H n ~ 1 (0) à S'*:=S'\{0} est un système local. 

• (iv) Pour tout i > 2 on suppose que if n_î (0) = 0. 



0.3.1 Remarques . 

• Seule la condition (iv) est réellement restrictive dans notre situation 
locale d'un germe à l'origine de C™ +1 en raison de la perversité de 

• Bien sur, ces hypothèses sont satisfaites (quitte à se restreindre à un 
voisinage ouvert de l'origine assez petit) dès que le lieu singulier est 
de dimension inférieur ou égal à 1. Pour n = 2 c'est le cas dès que 
l'on considère un germe non constant de fonction holomorphe qui est 
réduit. 

• Pour n = 3 ces hypothèses seront satisfaites (quitte à nouveau à se 
restreindre ...) pour un germe réduit dès que les singularités transverses 
aux composantes irréductibles de dimension 2 du lieu singulier sont des 
courbes réduites et irréductibles 10 . 



0.4 Les résultats. 

Décrivons les principaux résultats que nous obtenons. La nouveauté princi- 
pale par rapport au cas d'une valeur propre différente de 1, traité dans [B.91], 
est l'apparition d'une "cohomologie intermédiaire" pour la partie spectrale 
relative à la valeur propre 1 de la monodromie, pour la fibre de Milnor 
de / à l'origine. Nous la noterons par if" n5 (0) et elle est introduite 

10 En effet, pour une courbe plane réduite et irréductible, la valeur propre 1 de la mon- 
odromie n'apparait pas. 
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au paragraphe 4. Elle correspond à des cycles évanescents dont la limite à 
l'origine rencontre le sous-ensemble analytique S suivant un compact (mais 
la limite peut rencontrer le bord de / _1 (0) loin de S). Ceci est précisé 
dans l'appendice I. 

On a alors deux applications naturelles d'élargissement de support 

# c n (0) H™ ns (0) can -^ ns H n {0) 

dont la composée est l'application canonique usuelle 

can : # c n (0) -> H n (0). 

Dans le cas d'une singularité isolée pour la valeur propre 1, l'application 
can cn s : H™ nS (0) — > H n (0) est un isomorphisme. Ce n'est plus le cas sous les 
hypothèses standards précisées plus haut et nous dirons que le phénomène de 
suremmêlement pour la valeur propre 1 se produit dans cette situation 
précisément quand cette application n'est pas un isomorphisme. 

En suivant la même ligne de preuve que dans [B.91] nous commencerons 
par établir le 

0.4.1 Théorème 1. 

Sous les hypothèses standards pour la valeur propre 1, on a, pour n > 3 ; la 
suite exacte : 

-> Hl o} (S,H n -\0)) ± H? ns (0) ca ^ s H n (0) ^ ^ 1 (S , *,H n - 1 (0)). 

Ce théorème est prouvé au paragraphe 4, ainsi qu'un résultat analogue pour 
n = 2. 

Maintenant l'existence d'une forme hermitienne localement constante et non 
dégénérée sur le système local iJ n-1 (0) déduite de la forme hermitienne 
canonique des sections hyperplanes transverses à S* qui présentent une 
singularité isolée pour la valeur propre 1 (voir [B.90]), donne l'inégalité 11 

dim Hl 0} (S, H 71 ' 1 (0)) < dim H 1 (S*, H 71 ' 1 (0)). 
11 Puisquc _ff Il_1 (0) n'a pas de section non nulle à support l'origine. 
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On en déduit l'inégalité 

dim# c n nS (0) > dimif n (0). 

Le résultat le plus difficile sera de démontrer que l'on a, en fait, toujours 
égalité de ces deux dimensions sous les hypothèses standards, pour n > 3. 



0.4.2 Théorème 2. 

Sous les hypothèses standards pour la valeur propre 1 et pour n > 3 on a 
les propriétés suivantes 

• 1) dim# c " ns (0) = dimiP(O). 

• 2) Il existe une application naturelle linéaire et monodromique 

var : H™ nS (0) — > H™(0) qui est un isomorphisme d'espace vectoriels 
monodromiques. 

• 3) Il existe une forme hermitienne "canonique" 

H:H? nS (0)xH n (0)^C 
et elle est non dégénérée. 

Pour n = 2 tout ceci reste vrai à condition de remplacer H^ nS (0) par son 
quotient par j(iJ 1 (S'*, C)) ; où j est une injection naturelle qui sera définie 
au 4.12 . 

Notre preuve passe par la construction d'une application de variation, com- 
patible aux monodromies 

var : fl? nfl (0) - H?(0) , 

construction qui sera menée à bien au paragraphe 6. Nous prouverons ensuite 
au paragraphe 8 que cette variation est injective. Ceci impliquera l'égalité 
cherchée puisque la dualité de Poincaré sur la fibre de Milnor à l'origine 
donne l'égalité des dimensions de H™(0) et H n (0). 

L'injectivité de la variation (qui est donc finalement un isomorphisme grâce à 
l'égalité des dimensions), donne également la non dégénérescence de la forme 
hermitienne 12 canonique généralisée : 

n:H: nS (0) x H n (0) - c. 

12 Elle est sesquilinéaire, et (idxcan cn s)*(H) est hermitienne sur H™ n s (0) x iï™ n s (0). 
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qui est compatible aux monodromies et reliée, comme dans le cas d'une 
singularité isolée (voir [Loe. 86]) et dans le cas d'une singularité isolée pour 
la valeur propre 1 (voir [B.97]), à la dualité de Poincaré (hermitienne), 
notée <, >, par la formule 



où var = var o 6 , l'automorphisme 6 de H™ nS (0) étant défini par 



où T dénote la monodromie. Ceci est montré au paragraphe 7. 

Nous concluons en étendant les théorèmes 13 et 14 de [B.91] au cas de la 

valeur propre 1. On obtient ainsi les deux théorèmes suivants qui, je l'espère, 

seront suffisants pour donner une approche "filtrée" (donc non localisée en 

/) du phénomène d'emmêlement de strates dans le cas d'une fonction holo- 

morphe à lieu singulier de dimension 1, au moins dans le cas considéré dans 

[B.04]. 

0.4.3 Théorème 3. 

Sous les hypothèses standards pour la valeur propre 1, considérons e G H n (0) 
vérifiant Af k (e) = avec k > ko 13 . Alors les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

• 1) ob k {e) = . 

• 2) Si w G r(y, Ker 5 n {k)) vérifie r n (k)(w) = e, pour chaque j G Z, 
les fonctionnelles analytiques 



sont nulles pour l > 2. 
De plus, pour vérifier 2) il suffit de le faire pour 1 = 2 et pour j G [0, n}. 

13 Rappclons que, par définition, ko est l'ordre de nilpotence de la monodromie agissant 
sur le système local _ff" _1 (0) sur S*. 



H(e, e') =< vâr{e), e' > V(e, e') G H™ nS (0) x H n (0) 
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0.4.4 Théorème 4. 

Sous les hypothèses standards pour la valeur propre 1, supposons que le pro- 
longement méromorphe de f x |/| 2A D admette un pôle d'ordre > k en un 
entier négatif, avec k > sup (k , ki) + 2 où k et ki sont respective- 
ment les ordres de nilpotence de la monodromie agissant sur le système local 
i7 n-1 (0)|s. et sur l'espace vectoriel H n (0). 

Alors l'ordre des pôles aux entiers négatifs assez grand est exactement égal à 
k et l'on a k < ki = k — 2 avec obk L ^ 0. 

L'étude de "réciproques" analogues aux théorèmes 15 et 16 de [B.91] n'est 
pas abordée ici. Ces questions ne semblent pas du tout triviales à résoudre 
pour la valeur propre 1. D'ailleurs les résultats de ce type dans [B.91] sont 
probablement les plus délicats de cet article. 

Nous n'avons pas, non plus, abordé ici les raffinements de [B.91] qui sont 
obtenus dans [B.03]. 

Nous terminons cette étude par deux appendices. 

Le premier donne une description topologique naïve (à la Milnor) du groupe 
H™ nS (0). Le second, écrit par Claude Sabbah, donne une interprétation en 
terme des complexes de cycles évanescents et de cycles proches des phénomènes 
topologiques sous-jacents à cet article. 
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Voici le plan de cet article 

• 1. Définitions et rappels. 

• 2. Le cas d'une singularité isolée pour la valeur propre 1. 

• 3. La forme hermitienne canonique sur le système local H n ~ l (0)\s*. 

• 4. L'espace vectoriel monodromique H™ nS (0). 

• 5. La suite exacte longue de J. Leray généralisée. 

• 6. Construction de vâr : H™ nS (0) -> # c n (0). 

• 7. La forme hermitienne canonique Ti : H™ nS (0) x H n (0) — ^ C. 

• 8. Injectivité de la variation pour n > 3. Le cas n = 2. 

• 9. Applications et un exemple pour conclure. 

• Appendice I : Description topologique de H™ nS (0). 

• Appendice II : Interprétation en termes de complexes de cycles proches 
et évanescents par Claude Sabbah. 

1 Définitions et rappels. 
1.1 

Sous les hypothèses standards, introduisons les complexes de faisceaux (Q'(k), So) 
et (£*(&), 5q). Rappelons que Q° (resp. £' ) désigne le faisceau des formes 
méromorphes (resp. semi-méromorphes) de degré * sur X à pôles dans Y 
restreint (topologiquement) à Y, que 

n'(k) := Q' ® C k , £\k) :=S'®C k 

et que 

6 (w) :=dw-jA k N(w) 

où frN G End(C k ) est défini dans la base canonique e±, ■ ■ ■ ,e k par 
kN(ej) = ej + i,j G [l,k] avec la convention e k +i = ; cet endomorphisme 
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agit sur Q'(k) 

(resp. sur S'(k) ) par ^J\f :— Id<S> kN. 
Ceci se "visualise" de la façon suivante : 



S (w) = ô 



( w k \ 



fdw k - ^ A w k -A 



\ 



dvJ2 — y A W\ 

dwi 



J 



De plus l'inclusion évidente de (Çl'(k),ô ) dans (£'(k),ô*) est un quasi- 
isomorphisme (voir [B.91], prop.l, p. 444.) 



1.2 

On a les morphismes de complexes de degré suivants, pour tout couple 
(k, k') d'entiers : 

Kk+k',k '■ (£* (k + k') i S') — ► (£'(k),ô') 
jk,k + k>:(£'(k),5' )-^(r(k + k'),5-) 



donnés par les projections et injections évidentes : 



C 



k+k' 



C k ^ C k+k> _ C k ec fc'_ 

Ils se "visualisent" de la façon suivante : 





/ W k +k>\ 












MA 








( U! k \ 




( w k \ 







Kk+k>,k 





























W 



où le dernier vecteur colonne comprend k' zéros. 
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1.3 



On définit également, pour k > 1, le morphisme de complexe de degré 

k X:(£\k),5' )^(£\k),5') 
en posant k H = jk-i,k ° TTfc.fe-i ; ce qui se "visualise" comme suit : 

\ Wl J \ / 

On a, bien sur, ( k M) k = sur £'(k). La monodromie est alors définie sur 
ce complexe par T := exp{—2m. k H). 



1.4 

Enfin nous utiliserons également les morphismes de complexes 14 de degré +1 

r k ^:(£'(k),ô' )^(£'(k'),ô' ) 



donnés par : 



T k h< 



( W k \ 



Vf A w k J 



■k'. 



1.5 



Notons par h % {k) le i-ème faisceau de cohomologie du complexe (£*(k), S ). 
Le morphisme de complexe 



r':(^(À;),5 )^(^rV//)l 



Y 



défini par r'(w) = w k pour w G Q*(k), donne la suite exacte courte suivante, 
pour tout p > 1 (voir la prop.l p. 427-428 de [B.91] et la proposition (1.9) 
pour le lien entre r* et r*) : 



-> iJ p - 1 (0)//mAÇ_ 1 -> /i p (À;) ^ KerjVj -> 



(1) 



4 En fait on a r^^' o <5 + S o r k ^ = 0. 
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ou —linNq désigne le logarithme nilpotent de la monodromie de / agis- 
sant 15 sur le faisceau H q (0) pour q > 0. On prendra garde que pour q = 
on considère la cohomologie réduite (donc les "vrais" cycles évanescents et 
non les cycles proches.) 



1.6 



Sous les hypothèses standards la suite exacte (1) montre que les seuls fais- 
ceaux de cohomologie non nuls du complexe (£*(k), 5q) sont les h l {k) pour 
i — 0, — 1, n, n + 1. 

Supposons d'abord n > 3. On a alors des isomorphismes monodromiques 
C y ~ h°(k) et C y ~ h}(k) donnés par 

A\ / o \ 





A G C 



Y 



et A G C 



y 







Le morphisme induit l'isomorphisme évident . 

De plus, grâce à la nullité de H n ~ 2 (0), on a un isomorphisme 

r n -\k) : h n ~\k) -> KerN*^ C iF 1 " 1 ^) V/c > 1 

ainsi que la suite exacte pour k' ^> 1 

-> /i"" 1 ^') h n (£;) -> KerN* ^ VA; > 1. 

Comme les faisceaux ft, n_1 (0) et /i n (0) sont à support dans S et que H n (0) 
est à support l'origine, on en déduit que sur S* on a un isomorphisme pour 
k > 1 

T"fe : ^ n_1 (&)|s* — h n (k)\ s *. 
Alors, la suite exacte pour k ^> 1 











H n -\0) ^ /i n (À;) ^ h n+ \k) 

montre que h n+1 (k) est à support l'origine et isomorphe à H n (0) (pour 
fc»l). 



15 



de façon unipotente. 
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1.7 

Pour n = 2, on a la suite exacte 

-> /i°(Jfe) ^ ^(jfe) KerTV? -> VA; > 1. 

Comme induit un isomorphisme sur F \ S ( et les faisceaux h l (k)\Y\s 
sont isomorphes à Ç Y \ S , i — 0, 1 ), on aura dans ce cas des isomorphismes 
monodromiques h 1 (k) / r k h Q (k) ~ /Ter A/J C -£^(0) ainsi que h°(k)~Ç Y . 
Pour n = 2 on remplacera l'isomorphisme r n_1 (A;) : h n ~ l (k) — > iï n_1 (0) dû 
à la nullité de l'application : h n ~ 2 (k) — > fo n_1 (A;) que l'on a pour n > 3 
par l'isomorphisme 

Zim /^(Jfe) -> ^(0) 

qui résulte de l'isomorphisme monodromique (plus concret) pour k > k 

r\k + ï):j Kk+1 (h\k))^H\0). 

Comme l'application r k n'est pas compatible à la limite inductive sur k, 
il sera plus commode d'utiliser directement l'isomorphisme lim h l (k) — > 

H 1 (0) que la suite exacte 

Q^h\k)^h\k) rl ^ ] KerU^Q VJfe>l. 

Ce point est important puisqu'il permettra de traiter le cas n = 2 de 
façon assez analogue au cas "général" n > 3. 

1.8 

On déduit alors facilement de la constructibilité des faisceaux h l {k) et de 
la contractibilité de Y la propriété suivante 16 : 

H"(F,(r(A;), ( 5-))/r fc (e"- 1 (F,(r(A;),5-))) ~ Ker C H n (0) 

Nous allons établir directement une assertion analogue pour les supports com- 
pacts ; cette approche directe s'applique également aux supports fermés. Par 

16 Nous omettrons dorénavant l'indice de la différentielle S — Ôq. 
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contre la dégénérescence de la suite spectrale évoquée dans ce cas n'est plus 
vraie pour les supports compacts. Par ailleurs ceci motivera notre définition 
de l'espace vectoriel monodromique if™ nS (0) et rendra "évidente" les ap- 
plications " naturelles" # c n (0) -> H£ ns (0) et H r c l ns (0) -> H n (0). 

1.9 Proposition. 

Pour chaque k > 1, on a une application surjective 

r?(fc) : (£(*)*, O) - ^r< c C H?(0) 

dont le noyau contient r k M" -1 (Y, (S(k)', ô')). 

Ces applications vérifient r^(k) o kN = M nfi or^{k) et elles sont compatibles 
aux applications j k ,k+k'- 

De plus, ces applications induisent un isomorphisme compatible aux mon- 
odromies entre 

lim HÇ(Y, (S(k)*, S')) 

k— >oo 

et fl?(0). 

Preuve. En fait il est plus facile de définir l'application 

f n c {k) : W C (Y, (£(k)-, ô')) -> Xer< c C fl?(0) 

qui est reliée à r"(fc) par la formule r™(k) = exp(—J\f ntC .Log(so)) o f™(k), 
où F := /~ 1 (so) est 1 & fibre de Milnor de / à l'origine, et où So £ f nl + * 
est un point base (et on a fixé Log(so) G M.) 

Comme exp(—J\f ntC .Log(so)) est un automorphisme de H™(0) compatible 
avec la monodromie T c = exp(—2m.N n ^ il suffit de prouver la proposition 
pour l'application f™(/c) 17 . 
Pour w G F c /f(X, £ n {k)) fl Kerô posons 

f"(A;)H = K| F ]G^(0). (2) 

En effet, la relation 5u> = donne du>fc = y A u>fc_i ce qui montre que la 
restriction de w à F est bien d- fermée (et à support compact). 

17 Pour une discussion plus détaillée de la relation entre r n (k) et f n (k) on pourra 
consulter la Remarque/Erratum qui suit le Corollaire 1 du Théorème 1 de [B.02]. 
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Pour voir la surjectivité, il suffit de constater que si e G H™(0) vérifie 

Nç(e) = alors e := Ylo^ 1 ~jfi~~ -^'c( e ) es ^ une sec ^ion uniforme du fibré 
de Gauss-Manin à support propre de / qui se calcule à l'aide du complexe 
(£',6') (voir [B.91] Prop.l p. 444) ce qui permet de trouver un antécédent à 
e de la même façon que dans le cas à support fermé. 

Pour démontrer la relation r™(k) o k J\f = N n ,c ° ^(k) nous devons montrer 
que, si Sw = on a [k^-iIf] = A^Qu^If])- 

Soit X := X x H où H —+ D* est le revêtement universel . D'après Milnor 

D 

[Mi. 68] on a un isomorphisme C°° au dessus de D* $ : X — > F x H. La 
n-forme C°° 

k— 1 
^' 

où = vérifie df2 = sur F x H. Elle vérifie également 

Q\Fx{Log( SQ )} = w k \ F . On en déduit que 

k ~ l (— lV 

Tc(w fc |F) = exj9(-2ï7r.AT c )(w fc | F ) = — — (2ïvr) J w fc _ i | F . 

o ^' 

On obtient alors facilement (par récurrence) la relation désirée. 

La compatibilité des applications r™(k) avec les morphismes jk,k+k' est 

immédiate. 

Nos assertions sur le noyau se déduisent facilement du lemme suivant. 



1.10 Lemme. 



On utilise les notations introduites ci-dessus. Soit w G T C (Y, £ n {k)) H Ker 5. 
Supposons que l'on ait r™(h)([w}) = et qu'il existe v G T C (Y, £ n ~ 1 (k)) 
vérifiant kN"{w) = Sv. Alors 



jk,k+i(w) 



Wi 

w 



eôT c (Y,£ n - L (k + l)). 



Preuve. Commençons par traiter le cas k — 1. La condition sur Af c (w) est 
vide, et on a seulement dw± = et [wi\f] = 0. Mais alors wi est une 
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section horizontale du fibre de Gauss-Manin à support propre de / qui est 
nulle en s . Elle est donc nulle, et on peut écrire 



df 

-j A a + d/3 



où a, (3 G T c /f(X, S n_1 (l)). On a alors y A da = 0, ce qui montre que 
a est une section du fibre de Gauss-Manin à support propre de / de degré 
n — 1. Mais ce fibré (méromorphe) est nul, car on a H T c l ~ 1 (F) = puisque 
F est une variété de Stein de dimension n. On peut donc écrire 



a 



f 



A7 + d£ 



où 7,£ G T c /f(X,£ n (1)). On a donc 



w 1 = ^-Adt + dP = d(P-^ A £). 



On obtient alors w 1 = 8$ où /3 G r c// (X, £ n-1 (l)). 
Passons au cas général. La relation k M{w) = Sv donne 

df 

W k -1 = dv k - y A w k-2 



et = donne dw k 



df 



A On aura donc dw k 



Y A dvk- La ri- 



forme semi-méromorphe Wk + j-AVk est donc rf— fermée à support /—propre 
et induit dans H™(0). D'après le cas k = 1 on peut écrire 



On aura alors 



3k,k+i( w ) 



ce qui achève la preuve du lemme et de la proposition (1.9). 



df ,s 
-j- A v k + dp. 




W k -1 


= ô 


(p\ 

Vk 


Wi 

\ ) 




v 2 

\Vl) 
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1.11 Remarque. 

Comme on a jk,k+k' ° T k = pour k' > k il est inutile de quotienter par 
T fe (HÇ _1 (Y, (£•(&), 5*))) avant de prendre la limite inductive sur /c . 

1.12 

Nous considérerons également le complexe de faisceaux sur Y noté (jF*(/c), <5*), 
défini pour n > 3 comme suit : 

(F'ik), Sq) := £°(k)^ Kerôl ^0^0- •• 

On a une inclusion naturelle de complexes (J-'(k)', ô') — > (£°(k),ô°) 

Nous noterons par (£*(k),ô*) le complexe quotient ; ce qui donne de façon 

explicite : 

(£•(*), 55) := -> £\k)/Ker ^ ^ £ 2 (À;) ^ £ 3 (À;) ^ • • • 

Le complexe (£*(k),ô*) n'aura sur Y* que deux faisceaux de cohomologie 
donc nuls, comme c'était le cas pour le complexe (£*(k), 5*) pour une valeur 
propre différente de 1. Ceci nous permettra d'utiliser sur S* la proposition 
2 p. 435 de [B.91]. 

Pour n = 2 nous définirons le complexe (J-'(k), ô°) en remplaçant dans la 
définition précédente le faisceau Ker Sq par le sous-faisceau 

S £°(k) + T k h°(k) ^ Ker5l{k). 

De même nous remplacerons dans la définition de (£°(k),ô°) le quotient 
^{k)/ Ker 81 par 

£ l {k)/5 Q £\k) + r k h\k). 

Ceci conduit à nouveau au fait que le complexe (£*(k), ô') ait deux faisceaux 
de cohomologie non nuls sur F* isomorphes à h 1 (k) / r k (h° (k) et h?{k) en 
degrés n — 1 = 1 et n = 2 respectivement. 

Le quotient £"" (k) / 5q£° (k) + Tkh°(k) n' a pas la cohomologie sur S* en 
degrés positifs. En effet, on a 

5 £°(k) n#°W)~o 
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On en déduit facilement que Vi > 1 

H\S*, £\k)/5o£°(k) + r k h\k)) ~ H i+ \S\ h°(k)) © H i+1 (S*, ô S°(k)) ~ 0. 

On pourra donc encore utiliser sur 5* la proposition 2 p. 435 de [B.91] pour 
décrire l'hypercohomologie sur S* du complexe (£'(k),5*). 

2 Le cas d'une singularité isolée pour la valeur 
propre 1 . 

Considérons ici le cas où on a n > 1 et où l'on suppose que les faisceaux 
H p (0) sont tous nuls pour p ^ n. Quitte à choisir le représentant de Milnor 
de notre germe assez petit on peut également supposer que le faisceau H n (0) 
est concentré à l'origine. On a alors les résultats suivants. 

2.1 Théorème. (voir [B.90]). 

Soit f : (C n+1 ,0) — > (C, 0) un germe de fonction holomorphe présentant 
une singularité isolée à l'origine pour la valeur propre 1 de la monodromie 18 . 
Il existe une forme hermitienne h sur H n (0), non dégénérée, invariante 
par la monodromie, définie de la façon suivante : 

Soient e,e' G H n {0) vérifiant N k (e) = M k (e') = où on a noté par 
—Htï.M le logarithme nilpotent de la monodromie (unipotente) agissant sur 
H n (0). Soient w,w' G H n (T (X , £' (k)) , 5') vérifiant r n (k)(w) = e et 
r n (k)(w') = e' . Alors on a 

(2mr +1 .Me, e ')=P 2 (A = 0, / \f\ 2X p.% A w k A % A w' k ) 

Jx J f 

pour p G C^°(X) vérifiant p = 1 près de l'origine. 

On a noté P 2 (A = 0,F(À)) le coefficient de dans le développement de 
Laurent en À = de la fonction méromorphe F. 

18 Donc H p (0) = pour p ^ n puisque, par perversité, seul le faisceau H n (0) peut 
avoir un support de dimension 0. 
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On utilisera dans cet article, comme on l'a déjà fait dans [B.97], les com- 
plexes (Q*(k), ô') pour le cas méromorphe et (£'(k),ô°) pour le cas 
semi-méromorphes au lieu de ceux correspondants à la différentielle <5* de 
la différentielle (utilisés dans [B.90]) ce qui explique que l'énoncé ci-dessus 
diffère de celui de [B.90] (en particulier par " À = "). Nous renvoyons 
à [B.91], aux rappels donnés dans [B.97] paragraphe 2 ou au paragraphe 1 
ci-dessus pour plus de précisions sur ces complexes et sur l'application r n (k). 
La forme hermitienne définie ci-dessus dans le cas d'une singularité isolée 
pour la valeur propre f de la monodromie sera appelée la forme hermitienne 
canonique. 

2.2 

Dans le cas d'une singularité isolée, la forme hermitienne canonique a été 
introduite dans [B.85]. François Loeser [Loe.86] a montré dans ce cas, en 
utilisant des résultats de théorie de Hodge, comment construire la forme her- 
mitienne canonique à partir de la variation et de la dualité (hermitienne) de 
Poincaré sur la fibre de Milnor. Ceci a été généralisé au cas d'une singularité 
isolée pour la valeur propre 1 (sans théorie de Hodge, car elle ne semble pas 
facilement applicable dans ce contexte plus général) dans [B.97]. Rappelons 
les énoncés correspondants. 

2.3 Théorème, (voir [B.97]). 

Soit f : (C n+1 ,0) — > (C, 0) un germe de fonction holomorphe présentant 
une singularité isolée à l'origine pour la valeur propre 1 de la monodromie. Il 
existe une application linéaire "naturelle" de variation var : H n (0) — > H™(0) 
vérifiant les propriétés suivantes : 

• 0) Si la singularité de f est isolée 19 , on retrouve la variation "clas- 
sique" (voir [A. V.G.J). 

• 1) L'application "var" est topologique et on a 

can o var = T — 1 sur H n (0) 
var o can = T c — 1 sur H™(0) 

19 Au sens "usuel", c'est à dire que l'on a df x ^0 pour x ^ 0. 
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où can : H™(0) — > H n (0) est l'application d'oubli de support et où 
T (resp. T c ) désigne la monodromie agissant sur H n (0) (resp. sur 

a?(o) ). 

• 2) L'application "var" est bijective, T— invariante (c'est à dire que 
T c o var = var o T), et auto-adjointe pour la dualité (hermitienne) 
de Poincaré T : H n (0) x H™(0) — > C donnée par 



J(a, 6) = 




on F désigne la fibre de Milnor de f en 0. 

• S; Soi* 9 := ££L (-l) fc ^j^- C ' est un automorphisme de H n (0) 
puisque T est unipotent. Posons vâr:=varoQ. Alors on a 

Ve, é e H n (0), h(e, é) = I(yâr(e), é). 

On déduit facilement des propriétés ci-dessus que l'on a 

Im can = Im (T — 1) dans H n (0) 

et Ker can = Ker (T c - 1) dans # c n (0). 



2.4 

Comme nous aurons besoin plus loin de construire une généralisation de 
l'application de variation, nous allons rappeler ici brièvement l'expression 
de l'application var donnée dans [B.97] en terme de formes différentielles 
semi-méromorphes. 

Soit donc e G H n (0) vérifiant W fc (e) = 0. Soit w G T(Y,£ n (k)) satisfaisant 
6q(w) = et r n (k) = e. L'hypothèse de singularité isolée pour la valeur 
propre 1 permet alors de trouver u G T{Y*, £ n ~ l {k)) vérifiant 

kN w\y* = S u. 

Soit p G C™f(X) vérifiant p = 1 près de l'origine. Posons £ = (1 — p).u . 
Alors ona £ G T C (Y, £ n ~ 1 (k)) et v = k Nw-5 Ç est dans T C (Y, Ker 6%(k)). 
On a donc, pour j G [1, &;], avec la convention w = = £ : 

„ d f , 
w j-i = v 3 + «0 - "F A 0-i ; 
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et comme Sq w = implique dwk — y A Wk-i on aura 

df df 

Choisissons maintenant une fonction <r G C^(X) vérifiant cr = 1 sur un 
ouvert de Y contenant (Suppv) fl Y. Alors le théorème de Leray généralisé 
au cas d'une hypersurface non nécessairement lisse mais ne présentant pas la 
valeur propre 1 pour la monodromie 20 , permet d'écrire au voisinage du bord 
de la boule de Milnor 

da A (w k + y A &) = y A n + lu + da 

avec rj et eu d-fermées et C°° à support /—propres de degrés respectifs 
n et n + 1, et où a est semi-méromorphe de degré n à pôles dans F et 
à support /—propre. On obtient alors que la section V(w) G T C (Y, £ n (k)) 
définie par 

V(w)k = v k + r] 

V(w)j = Vj pour j G [1, A; — 1] 

est ô — fermée et on a r n (k)(V(w)) = vâr(e). Pour plus de détails, on 
consultera [B.97], ou bien la construction de la variation généralisée donnée 
au paragraphe 6. 



L'objectif de ce troisième paragraphe est de généraliser à notre situation la 
proposition 11 de [B.91]. 



3.1 La forme hermitienne canonique sur le système lo- 
cal m- 1 ^*. 

3.1.1 

Considérons donc le système local /J n ~ 1 (0) sur S*. Sa fibre en chaque 
point a £ S* s'identifie au sous-espace spectral pour la valeur propre 1 du 

20 Ce point est détaillé dans [B.97] ; il sera repris et généralisé plus loin; voir le 5. 
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(n — 1)— ième groupe de cohomologie de la fibre de Milnor de la restriction 
de / à une section hyperplane transverse à S* en o. Comme la restriction 
de / à un tel hyperplan a une singularité isolée pour la valeur propre 1 en 
a, ce sous-espace spectral pour la valeur propre 1 de ce (n — 1)— ième groupe 
de cohomologie est muni d'une forme hermitienne canonique qui est non 
dégénérée et invariante par la monodromie de /. Ceci permet, en raisonnant 
comme dans [B.91] p. 456, de munir le système local (d'espaces vectoriels 
monodromiques) H n ~ 1 (0)\s* d'une forme hermitienne localement constante, 
non dégénérée et invariante par la monodromie 21 . Nous la noterons par 

h:ir 1 (o)| s .xr 1 (o)|^ç s ,. 

On montre comme au lemme 1 de [B.91] p. 456 que cette forme hermitienne 
est intrinsèque. La proposition suivante se démontre de façon analogue à la 
proposition 1 de [B.91] p.457. 

3.1.2 Proposition. 

On se place sous les hypothèses standards pour la valeur propre 1. Soit V 
un ouvert de X* :— X \ {0} et soient w et w' deux sections sur V du 
faisceau S n ~ 1 (k) vérifiant 5(w) = 5(w') = 0. Notons par e et e' les 
sections correspondantes de H n ~ 1 (0) sur U :— V n S* (via le morphisme 
r n ~ l (k)). Alors la fonction h(e,e') est localement constante sur U. Pour 
chaque forme différentielle ip G C°°(V) de degré 2 vérifiant : 

• i) Supp(p fi S* est compact, 

• ii) d(p — au voisinage de U dans X*, 
on aura la formule : 

(2iir) n [ h(e,e'). V = P 2 {\ = 0, [ \f\ 2X w k A w' k A tp A % A £) . 
Ju Jx J J 



21 On prendra garde qu'à l'origine, cette construction n'a, à priori, pas de sens. 
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3.1.3 

Quitte à remplacer la formule (1) p. 409 de [B.91] donnant l'expressions de 
la forme (hermitienne) d'intersection comme résidu dans le prolongement 
analytique de la distribution \f\ 2X par la formule du théorème (0.6), la 
preuve de cette proposition est analogue à celle de la proposition 1 de [B.91] 
p. 457-460 . 

3.1.4 Remarque. 

Pour n — 2 il n'est pas à priori automatique de pouvoir représenter une sec- 
tion sur U := V fl S* du faisceau iï 1 (0) par un élément de r(V, Kerô 1 (k)) 
pour k >> 1, car cela nécessite la surjectivité des applications 

H°(V,Kerô\k)) -> H°(V,h\k)) -> H°(V,H\0)). 

L'isomorphisme h 1 (k) j r^^h (k)) — > H 1 ^) pour k 1, montre que l'on 
a une obstruction à la surjectivité de la seconde flèche. En fait le décalage 
sur k suffit à lever cette obstruction puisque limh 1 (k) — > i/ 1 (0) est un 

isomorphisme. 

La surjectivité de la première flèche est réalisée dès que l'on a H 1 (y, S£°(k)) = 
0, ce qui sera toujours vrai quitte à prendre pour V un voisinage ouvert 
assez petit de U, car on a H\V, ô£°(k)) ~ # 2 (\/ /i°(Jfe)) ~ H 2 {U, C) = 0. 

3.1.5 

En utilisant le cycle fondamental de S* qui est l'élément de H 1 (S*,1?) 
obtenu en coupant S* par une sphère centrée à l'origine de rayon assez 
petit, on obtient, un accouplement sesquilinéaire non dégénéré 

h : ff°(S , *,fT , - 1 (0)) x H^S^H 71 ' 1 ^) -> C. 

Pour donner une formule analytique donnant le nombre h(e, e') analogue 
à la proposition 11 de [B.91], nous devons commencer par définir l'analogue 
des applications 6k et obk de loc. cit. 
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3.2 Les applications 9k et obk- 
3.2.1 

Définissons l'entier k comme l'ordre de nilpotence de la monodromie agis- 
sant sur le système local iï n_1 (0)|s* 22 . 

3.2.2 

Définition. 

Sous les hypothèses standards pour la valeur propre 1 et pour n > 3, notons 
par —2mH n le logarithme nilpotent de la monodromie agissant sur H n (0). 
Pour chaque k > k on a deux applications linéaires naturelles 

ob k : KerM k n - H^S, H n -\0)) 
9 k : KerM k n - H 1 (S\ H^ 1 (0)) ~ Hf 0} (S , H^ 1 (0)) 

qui sont définies de la façon suivante : 

• La composée 

W\Y, (S*(k), ô*)) -> W\S*, (€'(k), ô')) °^ H°(S*, H n -\0)) ^ H^S, H 

passe au quotient par r k HP 1-1 (Y, (£*(k), S*)) et donne ob k 23 . 

• La composée 

HP (Y, (£'(k), S')) -> M n (S*, (è'(k), ô')) h H 1 (S*, H 71 ' 1 ^)) 
passe également au quotient par r k H[ n_1 (Y, (£'(k),S*)) et donne 9 k . 

Ces résultats sont analogues à ceux des pages 410 et 411 de [B.91], le com- 
plexe (£'(k), ô')) ayant les mêmes propriétés dans notre cas que le complexe 

22 Comme l'application de restriction T(S, H 71 ' 1 (0)) -> T(S* , H 71 ' 1 ^)) est injective 
(perversité), fco majore également l'ordre de nilpotence de la monodromie agissant sur la 
fibre à l'origine de iî™ _1 (0). 

23 Grace aux isomorphismes rappelés plus haut ; voir (1.8). 
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"usuel" pour une valeur propre différente de 1 (puisqu'il n'a que deux fais- 
ceaux de cohomologie non nuls sur Y*, et on a l'acyclicité sur S* des 
faisceaux £'(k).) 

On prendra garde qu'ici à nouveau les applications 9 k sont compatibles 

quand k augmente, alors que l'on a ob k+ i = ob k o J\f n . 

Nous définirons alors l'application 9 : H n (0) — > H^ Q y(S, iï" n_1 (0)) comme 

étant 9 k pour k >> 1. 



3.2.3 Remarque. 

Toujours en supposant n > 3, le faisceau £ 1 (k) ~ £ 1 (k)/Ker S 1 n'a pas de 
cohomologie en degré positif sur S*. En effet on a les suites exactes 

-> Ker^ 1 -> f 1 (/û) -> ^(ife) -> 

-> /i°(Jfe) -> £ (Jfe) -> /m 5° -> 

qui donnent successivement les annulations pour tout k > 1 

F(5*,/m(5 (it)) = 0, Vi>l 
W(S\Kerô\k)) = 0, Vj > 2 

H l (S*,£ 1 (k)) = 0, VZ > 1 

On a donc la dégénérescence de la première suite spectrale donnant l'hypercohomologie 
sur S* du complexe (£*(k),ô*) et donc un isomorphisme 

U n (S*, {£{k)\ 5')) ~ H n (T(S*, Ë(k)'),S'). 

Nous pouvons étendre la définition des applications 9 k et ob k aux éléments 
ô— fermés de T(S*,£ n (k)) pour k > ko : ils induisent des classes dans 
M n (S*, (è(k)\ ô')) qui s'envoie dans U n (Y*, {£{k)\ 5')) ~ H n (S*, (£(k)', ô')) 
puisque les faisceaux de cohomologie non nuls du complexe (£(k)*, ô*) sont à 
supports dans S. Pour éviter toute confusion, nous noterons ces applications 
par 

ob k : T(S*,£ n (k)) DKerô -> //^(O)) 

et par 

# fc : r(5*, 5 "(A;)) H Ker 5 -> fl" 1 ^*, fT 1 " 1 ^)). 
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On notera que ob k est simplement donnée par la composée des morphismes 
de faisceaux sur S* 

(rfc)" 1 : h n (k) -> h n -\k) H n -\0). 

3.2.4 Le cas n — 2. 

La définition des applications ob k et ne pose pas de problème sérieux 
pour n = 2. Une manière de le voir directement (sans utiliser [B.91]) est de 
transformer l'écriture locale 

w\x* = T k(a a ) + ôp a 
correspondant à la surjection sur S* r k ; h}(k) — > h 2 (k), en 

Alors 

Z' /^c fier' \ 

\a a - a a > J 

induira un élément de H 1 (S\h 1 (2k)) dont l'image dans H^S*,!! 1 ^)) 
(pour k 1 ) sera La cochaîne a ff donnant une section globale 

sur S* du faisceau quotient h 1 (k) / r k (h° (k) ~ -f^ 1 (0) pour fc > k , ce qui 
définit o6fc([iu]). 

Donnons maintenant l'analogue de la proposition 11 de [B.91]. 

3.2.5 Théorème. 

Sous les hypothèses standards pour la valeur propre 1, considérons des entiers 
k>k et k'>k . Soient v G T(S* ,S n (k)) n Kerô et w e T(S* ,S n (k)) f) 
Kerô. Notons par e := ob k (v) G H°(S*, if n-1 (0)) et par 77 := fc (iu) G 
if^S^fP-^O)). on a 

(2<7r) B+1 .fc( e ,i 7 )= Y](-l) o P <H . 1 (A = 0, / |/| 2A ^ A ^ A n a A 7 ) 
a=i Jx ; 

où 7 esi une forme C°° de degré 1 au voisinage de S* vérifiant 24 

24 Comme dans [B.91], si p G C£°(X) vaut identiquement 1 près de l'origine, 7 = dp 
convient. 
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• i) Supp 711/5* est compact ; 

• ii) g?7 = au voisinage de S* ; 

• iii) 7 induit la classe du cycle fondamental de S* dans H^(S*,C). 

3.2.6 Corollaire 1. 

Sous les hypothèses du théorème précédent, supposons que v et w soient 
restrictions à S* d' éléments de T(S, £ n {k)) DKer S. Alors on a h(e, rf) = 0. 

Ce corollaire est analogue au corollaire 1 de la proposition 11 de [B.91]. 

3.2.7 Corollaire 2. 

Soient k, k' > k et soient w G H n ((T(Y, £'(k)), ô)) et w' G H n ((T(Y, £*{k')), 5)). 
Posons e := r n (k)(w) et e' := r n (k')(w'). Alors on a 

(2 ï vrr +1 .Mo\(e)^( e ')) = (-im +2 (A = 0, / |/| 2A f A ™ fe A £ A w' k ). 

Jx J J 

Ce corollaire est analogue au corollaire 2 de la proposition 11 de [B.91]. 

3.2.8 Corollaire 3. 

Sous les hypothèses standards, l'image de 8 est contenue dans l'orthogonal 
pour h du sous-espace H°(S, H n -\0)) de H°(S\ H n -\0)). 

Ce dernier corollaire est analogue à la première partie de la proposition 12 
de [B.91]. Il se déduit immédiatemment du corollaire 1 (voir la preuve du 
corollaire 1 de la proposition 11 de [B.91] p. 466). 
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3.2.9 Remarque. 

Soient k > k , et e G KerJ\f£ tels que obk(e) ^ 0. Pour conclure 
grâce au corollaire 2 que l'on aura alors un pôle d'ordre k + 2 aux entiers 
négatifs dans le prolongement méromorphe de |/| 2A (voir le théorème 13 de 
[B.91] et notre théorème 3), il est essentiel d'avoir l'égalité entre l'image de 
6 dans H l (S*, H n ~ 1 (0)) et l'orthogonal pour la forme hermitienne h de 
H°(S, H n ^ 1 (0)). C'est à dire de savoir que l'inclusion donnée au corollaire 3 
est en fait une égalité. Ce qui revient à montrer que h établit une dualité 
hermitienne entre H} Q y(S, //™ _1 (0)) et îm 6. Ceci sera notre objectif dans 
ce qui suit. Il demandera encore beaucoup de travail puisqu'il ne sera atteint 
qu' à la fin du paragraphe 8. 

Ce résultat sera également la clef de la non- dégénérescence de la forme her- 
mitienne canonique "généralisée" que nous allons introduire plus loin. 



4 L'espace vectoriel monodromique H™ nS (0). 
4.1 

Introduisons sur X et F les familles paracompactifiantes de supports 
suivants 

• c/f la famille des fermés /—propres de X. Elle donne par restriction 
à F la famille des compacts de Y que nous noterons simplement " c" . 

• c fl S la famille des fermés de X (ou de Y ) qui rencontrent S 
suivant un compact. 

• mod S la famille des fermés de X (ou de Y) qui ne rencontrent pas 
S. 

Nous utiliserons également ces familles de supports pour un ouvert de X ou 
de Y. 
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4.2 

Comme les faisceaux £'{k) sont fins et la famille c fl S paracompactifiante, 
le j— ième groupe de cohomologie du complexe 

{r cns (Y,£-(k)),ô-) 

est isomorphe à l'hypercohomologie 

H> n5 (y, £•(*)),<**)• 

Comme r fc est un morphisme de complexe de degré +1 il induit une flèche 

n : iç-yy; f •(*)), o - iç n5 (Y; £•(*)),*•)■ 

Mais l'égalité 25 

jfc,fc+fc' o r fe = r k+k > o ( k+kl J\f k ) o j k>k+kl , (@) 

entre morphismes de faisceaux /i*(A;) — > h'(k + k') permet de voir qu'il est 
inutile de passer au quotient par r k (H^~ S (Y, S 9 (k)), 5')) et l'on considérera 
donc simplement le système inductif 

(BÇ nfl (y,f(A ; )),o,jW) 

De plus les endomorphismes de complexes k J\f déduit des endomorphismes 
k N G End(C k ) sont compatibles avec les j k ,k+k'- 

4.3 Définition. 

Paçons-nous sous les hypothèses standards pour la valeur propre 1. Nous 
définirons V espace vectoriel H 3 cnS (0) comme la limite inductive quand k — > 
oo du système inductif ci- dessus. L'action de k M sur ce système induc- 
tif permet de définir une action monodromique (unipotente) sur sa limite 
inductive qui sera donnée par T cnS = exp{—2i / K.H c ^s)- 



25 En fait le lemme 2 p. 442 de [B.91] donne une homotopie t k : £'(k) — ► £*(k) 
vérifiant r k o k J\f — k M o r k = S o t k — t k o S qui, combinée avec l'égalité évidente (dans 
Hom(£*(k),£*(k + k') ) : 

j k , k + k > ° T k = ( k+k 'Af k ) O T k+k i oj k k+k , 

permet de raisonner directement et redonne (@). 
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4.4 

Les limites inductives 

lim EÇ(y, £*(*;),<$') 

k^oo 

et 

Zim H n (F, £*(£;), 5*)) 

fe^oo 

sont respectivement isomorphes à H™(0) et H n (0) (voir (1.8) et (1.9) ) ce 
qui nous fournit des applications C— linéaires monodromiques "naturelles" 

can c c ns : H^O) ^ H: ns (0) et can cnS : H n cnS -> tf»(0) 

dont la composée est l'application usuelle d'oubli de support 

can : # c n (0) -> # n (0). 

On remarquera que si la singularité de / est isolée pour la valeur propre 1 
(et donc S = {0}), alors iJ" n5 (0) est isomorphe à H n (0) via can cnS - 



4.5 

Notre premier résultat va montrer que pour n > 3 le noyau KerO est 
simplement l'image de l'application # c n n5 (0) H n (0) que nous avons 

introduite plus haut. 

Le cas n = 2 sera traité séparément au (4.12). 



4.6 Théorème 1. 

Sous les hypothèses standarts, on a, pour n > 2, la suite exacte : 

-> iffoj^if-^O)) # c n n s(°) m -^ s # n (0) ^ H\S*,H n ^(0)). 
Preuve . 

Nous utiliserons les lemmes suivants : 
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4.7 Lemme. 

Supposons n > 2 et les hypothèses standards vérifiées pour la valeur propre 
1 de la monodromie de /. Alors on a 

H j (S*, 5E i {k)) = 0, G [0,n-2], Vj > 1 (3) 

H j (S, 5£ i (k)) ~ H j {Y,5£\k)) = 0, Mi > 0,Vj > 1 (4) 

Preuve. Nous utiliserons les annulations suivantes pour les faisceaux de co- 
homologie W{k) du complexe (S'(k),ô*) qui sont non nuls seulement pour 
j = 0, 1, n — 1, n, n + 1 et qui sont décrits au (f .2) : 

H q (S*,h j (k)) = 0, Vj>0,Vç>2 (5) 
H p {S, h j (k)) ~ fP(y, = 0, Vj > 0, Vp > f. (6) 

Pour % — considérons la suite exacte de faisceaux : 

-> /i°(Jfe) -> £°(Jfe) -> <5£°(£;) -> 0. (^o(fc)) 

Comme £°(fc) est un faisceau fin, on obtient (3) et (4) pour % — 0. 
Pour î = 1 on considère la suite exacte de faisceaux : 

-> <S5°(A;) -> Kerô\k) -> ^(fc) -> 0. 

Elle donne H q (S* , Ker ô 1 (k)) = 0,Vg > 2 ainsi que l'annulation de 
HP(S,Ker5\k)) et de _£P(Y, Kerô 1 (k)), Vp > 1, grâce à (3) et (4) 
pour i = 0. 

La suite exacte de faisceaux : 

-> Ker ô\k) -> ^(ife) -> 5f -> (^i(*0) 

donne alors les annulations (3) et (4) pour i — 1 puisque £ 1 (A;) est fin. 
Supposons que l'on a montré les annulations (3) et (4) pour i G [l,n — 3] ; 
nous allons en déduire ces mêmes annulations pour i + 1, ce qui prouvera 
par récurrence les annulations (3) et (4) pour i G [0, n — 2]. 
Considérons la suite exacte de faisceaux : 

-> -> £ i+ \k) -> <S£ i+1 (Jfe) -> 0. 

Elle permet de conclure aux annulations (3) et (4) pour i + 1 grâce à la 
finesse du faisceau 
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Pour prouver les annulations (4) pour % > n — 1 on utilise successivement 
les suites exactes : 

-> ÔE q -\k) -> Ker 5 9 (A;) -> -> (#?(&)) 

-> Ker 5 9 (A;) -> £ 9 (À;) -> ^«(Jfe) -> (A,(*0) 

pour g > n — 1. ■ 



4.8 Lemme. 

Sous les hypothèses standarts avec n > 4 et fc >> 1 la flèche naturelle 

h ' H^Kerô^ik^ + SH^S^E^ik)) n i°y^ n 

est un isomorphisme d'espaces vectoriels monodromiques. 
Pour n = 3 la flèche analogue est surjective et de noyau isomorphe à 
H 1 (S*, Ai 1 (A;)). Donc on obtient encore un isomorphisme monodromique, quitte 
à passer à la limite inductive sur h 26 . 

Pour n = 2 la flèche analogue, après passage à la limite inductive, est encore 
surjective et a un noyau isomorphe à i? 1 (S'*, C). 

Preuve. Comme on a supposé n > 3 l'application 

r n -\k) : h n ~\k) -> ff^O) 

est un isomorphisme pour k ^> 1 d'après (1.6). La suite exacte 

-> 5£ n - 2 (À;) -> ifer 5 n_1 (/û) -> h n ~ l (k) -> (B n ^(k)) 

donne, puisque H l (S* ,8£ n ~ 2 {k)) = d'après (4.7), la surjectivité de la 
flèche g : H°(S*, Ker ô n ~ 1 (k)) -> H°(S* , h n -\k)), d'où une flèche naturelle 
et surjective 

H Q {S\Kerô n -\k)) -> /^(S, ^ n_1 (0)) 

puisque l'on a 



#°(S, //"^(O)) 



2 fi 



En fait, de façon plus précise, l'application jk,k+i induit sur h}{k). 
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grâce à l'annulation de H\S, H n -\0)) 27 . 

Il nous reste donc à identifier le noyau de cette surjection pour conclure la 
preuve. Comme les espaces H°(S, Ker ô n ~ 1 (k)) et 6H°(S*,£ n ~ 2 (k)) ont 
des images qui sont clairement dans le noyau, il suffit de montrer que tout 
élément a G H°(S*,Kerô n ~ 1 (k)) dont l'image dans H°(S*, h n ~ l (k)) se 
prolonge à H°(S : if" -1 (0)) est de cette forme. Comme l'application 

H°(S,Kerô n - 1 (k)) -> H°{S, h n ~ l {k)) 

est surjective 28 il existe (3 G H°(S, Ker5 n - 1 (k)) dont l'image dans H°(S, K n - l (k)) 
prolongea S l'image de a dans H°(S* ) h n ~ 1 {k)). Donc la restriction de 
/3 à S* est égale à a modulo le noyau H°(S*,ô£ n ~ 2 (k)). On conclut pour 
n > 4 en remarquant que l'égalité Ker 5 n ~ 2 {k) = ô£ n ~ 3 (k) (qui est vraie 
pour n > 4) donne, grâce à l'annulation de H 1 (S*, 5£ n ~ 3 (k)) montrée au 
(4.7), la surjectivité de l'application naturelle 

ô : H°{S*,£ n - 2 {k)) -> H°(S*,ô£ n - 2 (k)) 

d'où notre assertion. 

Pour n = 3 la suite exacte de cohomologie de la suite exacte de faisceaux : 

-> Kerô\k) -> ^(Jfe)) -> 5£ l (k)) -> (^i(*0) 

montre que le conoyau de la flèche 

5 : H G {S\£\k)) -> H°{S\5£\k)) 

est égal à H 1 ^* , Ker 5 l (k)) qui est isomorphe à H 1 {S*^h 1 {k)) comme 
on le constate en utilisant la suite exacte longue de cohomologie de la suite 
exacte : 

-> <5£°(£;) -> Ker5 1 (k)) -> /i^jfc) -> 
et (4.7). D'où notre assertion pour n = 3, puisque lim/i 1 (A;) = dans ce 

Ai— >oo 

cas. 

Pour n = 2 on a Zim /^(fc) ~ -^ 1 (0) et la suite exacte 
-> -> Kerô\k) -> /^(fc) -> 



27 Rappelons que iî™ 1 (0) est un système local sur S*. 

28 Grace à l'annulation de H 1 (S, 55 ™~ 2 (fc)) qui est prouvée au (4.7). 
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donne la surjectivité de H°(S* , Ker ô 1 (k)) -> H°(S*,h\k)) puisque 

H\S*, 5£°(k)) ~ H 2 (S*, h°(k)) ~ 0. 

Donc la flèche /im (e^) est surjective. 

Son noyau va être égal à la limite inductive du quotient 

H°(S*,ÔS°(k)) 

{H*(S,Ker5 l (k)) + ÔH°{S*,S°{k))) n H {S*,ô£°{k))' 

Mais on a H°(S, Ker 5\k)) n H°(S* ,5£°(k)) ~ # { ° 0} (S, /^(Jfe)) qui a une 
limite inductive nulle 29 ; la limite inductive du dénominateur coïncide donc 
avec celle de 6H°(S* , £°(k)). La suite exacte 

-> /i (Jfe) -> £°(Jfe)) -> <S£ (Jfe)) -> 

montre alors que le noyau est isomorphe à 

- &«'<W» - «'(s-.c). 

D'où notre assertion pour n = 2. ■ 



4.9 Construction de l'application z. 

Comme nous supposons n > 3 il nous suffit, d'après le lemme 4.8 , de 
construire une application linéaire monodromique 

H\S\Ker5 n -\k))->H n cnS {0) 

et de vérifier que son noyau coïncide avec 6H°(S*, £ n ~ 2 (k))+H°(S, Ker 5 n ~ l {k)) 
et que son image coïncide avec Ker can cn s- 

Soit donc a G H°(S*, Ker 5 n ~ l (k)) et fixons une fonction x £ C°°(X) qui 
vérifie x = 1 P res de S \ -8(0, r) et qui est nulle dès que l'on s'éloigne 
de S \ -8(0, r) de sorte que Supp(dx) H 5* soit compact. Posons alors 
i(a) := d^Aa = 5(x-a)- H est immédiat de vérifier que la classe ainsi définie 

29 Car -ff 1 (0) n'a pas de section non nulle à support l'origine. 
30 quitte à passer à la limite inductive sur k pour n = 3. 
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dans H™ nS (0) ne dépend ni de r G]0,e[ 31 ni du choix de x- De plus, si on 
a a = 5(3, avec (3 G H°(S*,£ n ~ 2 (k)), on aura 

<J( x .a) = a/5) 
et dx /\ (3 est à support dans cdS. 

Si et est la restriction à S* de à G H°(S, Ker S n ~ 1 (k)) on aura ô(x-oe) — 
S((l — x)-®) e ^ (1 — x)-à es ^ à support dans c D S. Ceci montre que 
l'application i est bien définie pour n > 3. Elle est monodromique car on 

a 

dx A A/"(a) = A a). 

Pour montrer l'injectivité de i, considérons et G H° (S* , K er S" 1 ' 1 (k)) tel 
que i(a) = S(x-a) = 5(3 avec /3 G r cn5 (F, f"" 1 ^)) 32 . Alors x-<* ~ P 
est dans i^er 5 n_1 (/c)) et on obtient ainsi un prolongement de a à 

H Q {S,Ker5 n ~ l {k)). 

Pour identifier l'image de i commençons par remarquer que can cn s°i = 0. 
En effet, par définition, i(pt) = 5{x-ol) et x- a £ T{Y,£ n ~ l {k)). D'où 
l'inclusion de l'image de i dans Kercan cn s- Réciproquement, soit u dans 
r(y, £ n ~ 1 {k)) telle que le support de 5u soit dans cflS 1 . On a donc un 
compact K de 5 tel qu'au voisinage de S \ K on ait Su = 0. Alors u 
définit un élément de 

H°(S \ K, h n -\k)) ~ fT-^O)) 

pour fc>l. L'image par i de cette classe est représentée par 5(x-u). Mais 
— = — e t on a (1 — x)- u £ r cn5 (F, £™ _1 (A;)) , ce qui 

montre que la classe initiale Su est bien dans l'image de i. 

4.10 Le noyau de l'application 9. 

Rappelons maintenant comment calculer de l'application 6. D'après [B.91] 
p. 428 on a la suite exacte de faisceaux suivante, pour k ^> 1 

h n ~ 2 {k) ^ h n ~\k) ^ h n {k) -> H n {0) -> 

31 Où ici e est le rayon de la boule de Milnor X que l'on considère. 

32 Quitte à choisir fe 3> 1. 
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Soit w G r(y, Ker 5 n (k)). On peut donc écrire, localement le long de S*, 
puisque le faisceau H n (0) est concentré à l'origine, 

w\x„ = T k (a a ) + 5(3 a 

avec ScXfj = (comparer avec [B.91] p. 439). On obtient, comme dans loc. cit. 
que les a CT se recollent 33 pour donner une section sur S* du faisceau /i n_1 (A;) 
dont l'image dans H^(S, h n ~ l (k)) est indépendante des choix effectués. En 
utilisant ce qui précède, on peut trouver a G T(S*, Ker 5 n ~ l {k)) telle que 
w — r k (a) soit localement ô— exacte le long de S*. A partir des écritures 
locales 

w - T k {a)\ Xa = Sfia 
on définit 9(w) par la classe dans 

H\S*,h n -\k)) ~ H\S*,H n -\0)) 

pour k ^> 1, du 1-cocycle (5 C — fi a i. On vérifie facilement que ceci est 
indépendant des choix effectués. 

Nous voulons montrer maintenant que le noyau de 6 est l'image de can cn s- 
D'abord si w a son support dans c fl S on peut choisir pour chaque 
a G S \ K, a a = ainsi que f3 a = 0. La section a sera donc nulle sur S\K 
et comme if n_1 (0) est un système local sur S*, on aura a = et donc 
6[w\ sera nul dans H\S\K,H n ~\iS)). A nouveau le fait que ^""^O) soit 
un système local sur S* donne la nullité de 6[w}. 

Réciproquement, supposons que 9[w] = 0. Utilisons maintenant un k 
assez grand pour assurer que ob k = 34 . Cela signifie que l'on peut écrire 
globalement sur S* 

w = 6{3 

avec (3 G T(S* , £ n ~ 1 (k)). Soit \ e C°°(Y) vérifiant x = 1 près de 
S\B(Q,r) et s'annulant identiquement dès que l'on s'éloigne de S\B(0,r). 
Alors w — ô(x-/3) est un représentant de la classe de w qui est à support 
dans c fl S. Donc cette classe est bien dans l'image de can cn s- 
Ceci achève la preuve du théorème 4.6. ■ 



33 Pour n > 4 ; pour n — 3 le recollement a lieu seulement dans H 2 (Q). 
34 Comme on l'a déjà fait remarquer plus haut la formule obk+k' = obk oM de [B.91] 
est encore valable ici ; donc pour k assez grand on a obk = 0. 
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4.11 

Une conséquence importante mais immédiate pour n > 3 du théorème 4.6 
et du corollaire 3 du théorème 3.3.1 est l'égalité de la codimension de Im(9) 
dans l'orthogonal pour h de H°(S, H n ~\0)) avec dim#™ n5 (0)-dim# n (0). 
Ceci montre déjà que la dimension de l'espace vectoriel H™ nS (0) est au moins 
égale à celle de H n (0). Notre objectif va être maintenant de montrer que l'on 
a en fait égalité de ces deux dimensions. Ceci n'est pas évident et sera obtenu 
via la construction d'une application de variation injective (pour n > 3 au 
moins) commutant aux monodromies : 

«ar:fl? n5 (0)->J3?(0). 

On en déduira alors que dimif™ n5 (0) < dimiJ™(0) = dimfP(O) pour 
n > 3 cette dernière égalité résultant de la dualité de Poincaré sur la fibre 
de Milnor de / à l'origine. On en conclura, toujours pour n > 3, que, 
de plus, cette application de variation est bijective, ce qui sera la clef de la 
non- dégénérescence de la forme hermitienne canonique "généralisée" : 

H:H: nS (0)xH n (0)^C 

qui sera définie plus loin. 

Ceci montrera également que Im(9) coïncide avec l'orthogonal dans H 1 ^*, H n ~ 1 (0)) 
pour h de H°(S, H n -\0)). 



4.12 Le cas n = 2. 
4.12.1 

Définissons sous les hypothèses standards pour la valeur propre 1 et pour 
n = 2 

. = Um H%S*,Kerô\k)) 
' fc-oo H°(S, Ker S^k)) + SH°{S*, S°{k)) ' 
Il résulte du Lemme (4.8) que l'on a une suite exacte monodromique : 

-> H 1 (S*, C) K A H\ 0} (S, H\0)) -> 
obtenue par passage à la limite inductive sur k. 

On remarquera que le sous-espace iJ 1 (S'*,C) est dans la partie invariante 
par la monodromie de /C. Ceci résulte du fait que la monodromie agit comme 
l'identité sur les faisceaux h°(k). 
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4.12.2 Théorème 1, cas n — 2. 

Sous les hypothèses standarts pour la valeur propre 1, on a pour n = 2 la 
suite exacte monodromique : 

-> /C A # 2 n5 (0) ca ^ s # 2 (0) ^ H^S^H 1 ^)) 
où V application i est déduite du lemme (4-8). 

La preuve est tout à fait analogue à celle donnée dans le cas n > 3 modulo 
les adaptations que l'on vient de faire pour tenir compte du résultat différent 
du lemme (4.8) dans ce cas, et modulo les modifications suivantes : 

• Pour montrer que Ker can cn s C Im{i) on considère u G T(Y, £ l {k)) 
qui est telle que le support de 5u soit dans c fl S. On a donc un 
compact K de S tel qu'au voisinage de S \ K on ait 5u = 0. Alors 
u définit un élément de H°(S\ K, Ker ô 1 (k)). Comme on a 

H°(S \ K, H\0)) ~ H°(S*, H\0)) 

son image dans H°(S\K, H\0)) donne une section de H°{S*,H\0)) 
ce qui nous fournit une section v G H°(S*, h 1 ^)) qui prolonge 
l'image de u dans H° (S \ K , h 1 (k)) pour k ^> f. Comme on a 
H 1 ^*, 8£°(k)) = d'après le lemme (4.8), on en déduit l'existence de 
Ui G H°(S*, Ker 5 1 (k)) dont la restriction à S\K est égale à u. 
Comme on a H°(S\ K, h°(k)) ~ H°(S*, h°(k)) on peut modifier Ul 
pour que sa restriction à S\K soit exactement égale à u. On conclut 
alors comme dans le cas n > 3. 

• Pour l'étude du noyau de 9, on doit remplacer la suite exacte considérée 
pour n > 3 par la suite exacte : 

et utiliser l'isomorphisme sur S* : —p?^ — -^ 1 (0)- 
Localement près de a e S* on a encore une écriture 

w\x a - r k (a a ) = ôp a 
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avec 5 (a a ) = 0. Mais maintenant le recollement des a a n'a lieu 
sur S* que dans le quotient r k h?(k) ■ ® n ne P eu ^ donc, en général, 
trouver un élément a G T(S*, Ker S 1 (k)) tel que w — r k (a) soit 
localement ô— exact le long de S*. Mais ceci ne change rien à la 
preuve de l'inclusion Im(can cn s) C Ker 9. 

• Pour voir que Ker 9 C Im(can cn s) l'argument permettant d'écrire 
w = 5f3 globalement près de S* avec (5 G T(S*,S 1 (k)) n'est plus 
correct. L'annulation de ob k pour fc> 1 reste valable, mais donne 
seulement l'existence, pour k >> 1, de 7 CT G r(X CT , i^er <5°(A;)), vérifiant 
«ô- = r k{la) dans r(X CT , Xer S 1 (h)) quitte à modifier le choix des (5 C . 
Mais quitte à changer k en fc + 1 en appliquant jk,k+i, on rend 
T k(la) 5— exact, et donc jk,k+i( w ) devient localement ô— exacte le 
long de S*. Alors l'argument du cas n > 3 s'applique et permet de 
conclure à l'égalité Ker 9 = Im(can cn s). 



4.12.3 

Montrons que dans le cas n = 2 le théorème 1 permet de prouver une 
inégalité de dimension analogue à celle du cas n > 3 35 

dim c H 2 cns (0) > dim c # 2 (0) + dim c H\S*,C). 
En effet la suite exacte du théorème donne 

dim H 2 nS (0) + dim Im(9) = dim K, + dim H 2 (0) 
et la suite exacte du (4.12.1) donne 

dim H 1 {S*, C) + dim H\ 0} (S, H\0)) = dim /C. 

L'inclusion de Im(9) dans l'orthogonal pour h de H°(S, if 1 (0)) donne, 
puisque H^S^H 1 ^)) est le dual de tf 1 (S*, H 1 ^)), l'inégalité 

dim Im(9) + dim H°(S, H l (0)) < dim H\S*, H l (0)). 

D'où notre assertion, puisque 



H {0} (S,H(0))- H o {SiH i {0) y 



35 En fait, dans le cas n = 2 on doit systématiquement remplacer l'espace H^ nS (0) 
par son quotient par H 1 (S*,C) et donc K, par son quotient par H 1 (S* 7 C) pour avoir 
les mêmes résultats que pour n > 3. 
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5 La suite exacte longue de J. Leray généralisée. 

Le premier ingrédient dans la construction de notre variation sera une généralisation 
encore un peu plus sophistiquée que celle de [B.97] du résidu de J. Leray. 

5.1 Théorème. 

Soit Z une variété complexe connexe de dimension n+1 et soit Y une 
hypersurf ace fermée d'intérieur vide dans Z. Soit S un sous- ensemble an- 
alytique fermé et d'intérieur vide de Y tel qu'en chaque point y de Y\S, 
l 'hypersurf ace Y admette une équation locale réduite f y dont la mon- 
odromie n'admet pas la valeur propre 1 (dans son action sur la cohomologie 
réduite de la fibre de Milnor de f y en y ). 

Notons par mod S la famille (paracompactifiante) des fermés de Z qui ne 
rencontrent pas S. 

Alors on a la suite exacte longue " de Leray" à supports mod S : 

' ' ' - K od s(Z, C) $ H q modS (Z\Y, C) *f H ^ dS (Y, C) 3 H^ dS (Z, C) - • • • 

Si on dispose d'une équation globale réduite f G O(Z) de Y dans Z, 
pour toute classe [w] G H^ wdS (Z \ Y,C) représentée par une forme semi- 
méromorphe d- fermée w, à pôles dans Y et à support dans mod S, il existe 
un voisinage ouvert W de Y dans Z et des formes r\ G C°°(yV) q ^ 1 et 
eu G C°°(yV) q d-fermées sur W à supports dans modS\yy et une forme 
semi-méromorphe a de degré q — 1 à pôles dans Y et à support dans 
mod S\w vérifiant : 

w = ^yAr] + LU + da sur W\Y (@) 
La classe [t]\y] G H^ odS (Y, C) est alors l'image par Res q de la classe 



W£H q modS (Z\Y,C). 
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5.2 Remarque. 

Le seul point non trivial dans la suite exacte ci-dessus est bien sur l'identification 
du groupe de cohomologie à support Hy + J lodS (Z,C) avec le groupe H^ dS (Y, C) 
qui est analogue à ce qui se passe dans le cas d'une hypersurface lisse. 
La présence de la famille de supports mod S est relativement anodine 
puisqu'elle est paracompactifiante et que sa restriction à Y est constituée 
des fermés de Y qui sont dans mod S. On notera cependant que cet énoncé 
peut s'appliquer en présence d'un lieu singulier pour l'hypersurface Y qui 
est bien plus gros que S. 

5.3 Démonstration. 

La preuve repose sur deux faits : 

• 1) Le quasi-isomorphisme, dû à A. Grothendieck (voir [Gr. 65]) : 

Rj*fÇ z ~(C%[*Y]',d-) 

qui montre que le complexe des formes semi-méromorphes à pôles dans 
Y donne une incarnation "fine" du complexe Rj*j*Çz ■ 

• 2) La dégénérescence de la suite spectrale : 

El' q :=H« modS (Z,HUC)) 

qui résulte du fait que, sur Z \ S, on a ^y(C) = pour p ^ 2 et 
Kl(C) ^Çy-f , combiné avec le fait que si le faisceau T est nul sur 
Z \ S alors on a H p modS (Z, T) = 0, \/p > 0. 

Le calcul de iïy(C) sur Z\S vient de l'absence de la valeur propre 1 pour la 
monodromie locale (voir la remarque finale de [B.97] ) d'une équation locale 
réduite / de F, qui donne l'annulation des groupes H l (D* , R? /*(C^)) 
pour tout i > quand j ^ 0. 

La suite exacte longue de Leray en résulte alors d'après [Go. 58] th. 4.10.1 
puisque la dégénérescence de la suite spectrale donne les isomorphismes 

H£Las(Z,C)^H<i- odS {Y,C). 
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Pour prouver (@) représentons Res q [w] G H^^ S (Y,C) par une forme 
77 G C°° de degré q — 1 d- fermée à support dans mo<i 5 136 sur un voisinage 
ouvert W de Y assez petit. Alors la classe [w — y A 77] e ^modsO^X^î ^) 
aura un résidu nul d'après la suite exacte de Leray sur W. On en déduit 
l'existence de w É ^modsO^) 9 vérifiant duo = et dont la restriction à 
Z\Y induit la classe [w - & A 77] G #„ û(i5 (>V \ F, C). On en alors déduit 
l'existence de a donnant (@). ■ 



6 Construction de var : H™ nS (0) —> H™(0). 
6.1 

Considérons donc, pour k > 1 donné, w G r cn s(Y, S n (k)) H Xer <5. Notons 
par X' la trace sur X d'une boule centrée à l'origine et de rayon e' < e 
mais assez proche de e pour avoir Supp(w) D S C Y' où F' := Y n X'. 
Notons alors par Z un voisinage ouvert de Y \ Y'. Sur Z, le morphisme 
de complexe 

(K od s(k),S')^(£' modS (k),ô') 

est un quasi isomorphisme 37 . Comme la monodromie agit comme l'identité 38 
sur les faisceaux de cohomologies du complexe (Fmodsik)' ^*) on P eu t trou- 
ver u E T mo ds(Z,S n ~ 1 (k)) vérifiant 

kH{w) = Su sur Z. 

Soit p G C^j(X) valant identiquement 1 au voisinage de X' . Alors posons 
£ := (1 - p).M et v := k Af(w) - SÇ. On a alors u G T c/f {Y, S n {k)) fl Xer 5. 
Cela donne explicitement 

= v 3 + rf - y A Vj ' G f 1 ' ^ 

36 Ceci est possible grâce à [Go. 58] th. 4.11.1 et à de Rham. 

37 On a noté ici par Gmods le sous faisceau du faisceau G des sections qui sont nulles 
au voisinage de S. On a donc, par définition la suite exacte courte : 

où j : X \ S X désigne l'inclusion. 

38 L'opérateur k M est nul sur h°(k) et, en dehors de S, sur h 1 (h). Attention, pas 
sur S pour n = 2 ! 
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avec la convention wo = = £o- On aura en particulier, puisque ôw = 

a df . . df 
d{w k + — AÇ k ) = — Av k . 

Choisissons maintenant une boule centrée à l'origine de rayon s" e]e', e[ et 
assez proche de e pour que la trace X" de cette boule sur X contienne 
Supp(v). Posons alors Y :— Y \ Y". Alors la forme semi-méromorphe 
Wk + y- A de degré n est d— fermée sur un voisinage ouvert assez petit 

Z de Y et a un support qui ne rencontre pas S H Y. On peut donc lui 
appliquer le théorème (5.1) et l'écrire sur Z, quitte à localiser autour de 

f-\0) : d 

w k + jAÇ k = -jAri + u; + da (@@) 

où les formes C°° rj et u sont C°° sur un voisinage ouvert V(Y) de Y 
dans Z, de degrés respectifs n — 1 et n, vérifient : 

• i) di] = 0, gL> = 

• ii) Suppi] fi 5 = 0, Suppu fi 5 = 0. 

et où la (n — 1)— forme semi-méromorphe a sur V(K), est à pôles dans Y 
et à support modS. Soit maintenant cr G C^^(X) valant identiquement 
1 au voisinage de X". Alors la forme semi-méromorphe de degré n + 1 à 
pôles dans 7 et à support /—propre dans Z 

W := da A (w k + y A ^) 

est égale sur Z, grâce à (@@), à 

W = -y A (do- A 77) + da A u - d(da A a) 

où les formes da An et da Au sont C°° sur un voisinage ouvert V(Y) de 
Y dans Z, de degrés respectifs n et n + 1, à supports /—propres dans 
V(y) vérifient "à fortiori" 

• i) d(da A rj) = 0, d(dcr A w) =0 



• ii) Supp(da A n) n S = 0, Supp(da A uo) n 5 = 0. 
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et où la n— forme semi-méromorphe do A a sur V(Y), est à pôles dans Y 
et à support /—propre fl mod S également. 
Nous définirons alors 

2in.vdr([w}) := r™{k){y) avec 

Vk '■= v k + da A 77, et Vj := Vj Vj G [1, k — 1]. 

Il reste évidemment à vérifier que tout ceci définit bien une application 
linéaire 

ïSr:H? nS (0)^HÏ(0) 
commutant aux monodromies. 



6.2 

Commençons par remarquer que si l'on change w par son image par jk,k+w 
le résultat de notre construction ne change pas. 

Supposons maintenant que w = 5(f3) avec (5 G r cn5 (F, £ n-1 (A;)). Alors on 
peut choisir u = N{0) et on aura 

w k + y A « = d Pk - A Pk-i- 

Sur Z on aura donc w k + f A & = d^. Ceci montre que l'on peut prendre 
r/ = 0, eu = et a = Pk- Comme on a i> = 8{p.N{(3)) qui induit la classe 
nulle dans H™(0), ceci montre bien que la modification de w par un cobord 
ne change pas le résultat de notre construction. 

On en déduit immédiatement que si w = ^(7) avec 7 G T cnS (Y, Kerô" 1 ^ 1 ^)), 
alors on trouve dans iJ"(0). En effet, on peut remplacer Wk par 
jkk+k'iwk) d'après ce qui précède, et alors on aura d'après l'égalité (@) du 
(4-2) 

jk,k+k'(Tk(l)) = Tk+k'ik+k'N (jk,k+k'(l))) 

ce qui est dans ô(T cn s(Y, £ n ~ l (k + k')) pour k' > k. 

Les changements de choix des fonctions p et a sont laissés en exercice au 

lecteur. 

Le changement du choix de 77 consiste, d'après le théorème (5.1) à remplacer 
77 par 77 + d6 où 9 G C^ odS (Z) n ~ 2 . Mais on ajoute alors à v le cobord 

S(ji, k (d(J A 9)= j hk (-da A d9) 
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ce qui ne change pas l'image dans H]?(0). 

Il nous reste à voir l'action de la monodromie. Si on part de kN{w) on 
peut prendre kN{u) et donc fcA/"(£) dans notre construction. On doit alors 
prendre l'image de kN{y) = kN( v ) dans H™ (0) ce qui donne bien le 
résultat attendu. En effet, l'égalité 

d f , 

Wk-i + y A «- 1 = l! k + «a 

permet de voir que sur Z, on a Wk-i + y A^_i = d£fc. On peut donc choisir 
77 = 0, = et a = Ceci termine nos vérifications sur cette construction. 



Interaction de strates III. 



47 



7 La forme hermitienne canonique 

H : H? ns (0) X JP(0) - C. 



Nous adopterons ici le point de vue de [B.90] qui est repris dans [B.97]. 
7.1 Théorème-Définition. 

«Soits /es hypothèses standards définissons la forme hermitienne canonique 



de la façon suivante : pour e G H™ nS (0) et e' G H n (0) représentés par 
w G T cnS (Y, S n (k)) n Ker 5 et w' G r(Y, £ n (À;)) n Xer 5 vérifiant [w\ = e 
et r n (k)(w') — e' posons 



où p G C^°(X) vau£ identiquement 1 au voisinage du compact Suppw fl S. 
Notons par X : H™(0) x H n (0) — > C /a dualité (hermitienne) de Poincaré 
sur la fibre de Milnor F de f l'origine, donnée par 



a été construite plus haut. 
7.2 Remarque. 

Une conséquence immédiate du théorème (7.1) sera l'équivalence entre les 
deux propriétés suivantes : 

• La variation est bijective (ou bien var est bijective). 



H : H: ns (0) x H»(0) -> C 





Alors on a H(e, e') — I(var(e), e') où l'application 



vHf-:H: nS (0)^H:(0) 
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• La forme hermitienne canonique est non dégénérée. 

Nous prouverons la première de ces assertions pour tout n > 3 à la fin du 
paragraphe 8, ce qui donnera donc également la non dégénérescence de Tt. 
Pour n = 2 la forme hermitienne canonique 7i passe au quotient par le 
sous-espace (T-invariant) j(H 1 (S*,C) de H^ nS (0) et induit une dualité 
hermitienne entre H^ nS (0)/ j(H 1 (S* , C) et H^ nS (0). Donc, à nouveau, on 
a un résultat analogue au cas n > 3 quitte à remplacer H^ nS (0) par son 
quotient par ^i/ 1 ^*, C). 

La démonstration du théorème (7.1) occupera le reste de ce paragraphe 7. 



Commençons par vérifier que le nombre 7i(e, e') est bien défini, c'est à dire 
est indépendant des divers choix effectués. 

• Indépendance du choix de p 

Soit donc p' G C^°(X) valant aussi identiquement 1 au voisinage du 
compact Suppw n S. Alors on a Supp (p — p') D S — 0. Donc le 
prolongement méromophe de 



n'a, au pire, qu'un pôle simple en À = 0, ce qui donne l'indépendance 
désirée. 

• Indépendance du choix de w' représentant e' 

Il s'agit en fait de montrer que si on a w' = Sv' avec v' G T(Y, S n ' 1 (k)) 
alors on a 



Comme on a y A w' k = —d(j- A v' k ) ceci va résulter de la formule 
de Stokes et du fait que Supp dp fl Suppw n S — 0, le prolongement 
méromorphe de |/| 2A sur X\S* n'ayant, au pire, que des pôles simples 
aux entiers négatifs. 



7.3 




^ 2 (A = 0, / \f\ 2X p.%Aw k At A5v' k )=0. 



Jx 



Interaction de strates III. 



49 



• Indépendance du choix de w représentant e 

Comme ci-dessus, il s'agit en fait de montrer que si on a w — ôv avec 
v e r cn s(y,£ n-1 (fc)) alors on a 

P 2 (\ = oJ^f\ 2X p.^Aôv k AÎAw> k )=0. 

La preuve est analogue au cas précédent, en choisissant la fonction p 
de façon qu'elle soit identiquement égale à 1 sur un voisinage ouvert de 
Suppv fl S. Ceci est possible grâce à la condition de support sur v 
et à l'indépendance du choix de p prouvée ci-dessus. 



7.4 

Montrons maintenant l'invariance de Tt par la monodromie, c'est à dire que 
l'on a 

H(JV(e),e') = H(e,jV(e')) Ve e Hl l nS (0), Ve' G H n (0) 

où —2m.M désigne le logarithme (nilpotent) de la monodromie agissant 
sur H™ nS (0) ou bien sur H n (0). Compte tenu des indépendances de choix 
prouvés ci-dessus, ceci revient à établir la formule : 

P 2 (A = 0, / Aw *-i A T A ^) = 

Jx J j 

P 2 (A = 0, / 1/1^4 Aw * A f A ^-i) 
Jx J J 

puisque k M(w) et respectivement k N{w') induisent M{e) et Af(e') dans 

H? ns (0) et l/»(0). 

Mais pour Sft(A) » on a 

4l/! 2 V(y + |)A^A^) = 



\f\ 2X -dpA(^r + î) Aw k Aw' k + 



-\f\ 2X p-(f + j)Adw k Aw' k + 

(-ir +i i/i 2 V(|+î)A^A^. 
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Comme on a Suppdp H Suppw fl S* = le prolongement méromorphe 
du premier terme du membre de droite de l'égalité ci-dessus n'aura, au pire, 
qu'un pôle simple en À = 0. Par ailleurs le fait que w et w' soit ô— fermées 
donne 

, df , . df . 

dw k = y A w k-i et dw k = y A w k-i- 

La formule de Stokes et le prolongement analytique donnent alors la formule 
désirée. 



7.5 

Il nous reste à prouver la formule 

H(e,e') =l(var(e),e') 
pour achever la preuve du théorème (7.1). 

Reprenons les notations utilisées en (6.1) lors de la construction de vaf(e). 
Pour 9RA 3> on aura 

d((\f\ 2X a.(w k + | A &) A £ A w' k ) = A.|/| 2 V.| A w k A £ A w' k 

+ \f\ 2X da A (w k + yA(fc)A jAwJ, 

+ I/I 2A ^a^a£a< 

puisque + jA(j) = |a^ et <r.î; fc = Wfc- 

D'après la formule de Stokes, l'intégrale du membre de gauche n'aura aucun 
pôle, et, par prolongement analytique, la nullité du résidu en À = du 
membre de droite donnera la relation 

-P 2 (A = 0, / \f\ 2X a.^Aw k AÎAw' k ) = Res(\ = 0, [ \ f \ 2X W A î A w' k ) 
J x J J J x J 

df dj 

7 A Vk A 7 



+Res(X = 0, [ |/| 2 ^a^a£a 
Jx 



Mais on a 

W = -y A {du A rj) + do A lu - d(da A a). 
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Montrons qu'alors 

Res(\ = 0, [ \f\ 2X da AwA ^-A w'^ = 
Jx f 

Res(\ = 0, [ \f\ 2X d(da A«)A ^A w' k ) = 0. 
Jx f 

Pour le premier résidu c'est conséquence du fait que la forme ou est C°° et 
donc qu'il n'y a pas de puissance négative de / dans cette intégrale. On 
conclut en utilisant que les racines du polynôme de Bernstein de / sont 
strictement négatives ([K.76]). 

Pour montrer que le second résidu est nul, on utilise à nouveau la formule de 
Stokes et le prolongement analytique pour obtenir 

Res(X = 0, [ \f\ 2X d(daAa)A%Aw' k ) = P 2 (A = 0, / |/| 2 V^AdaA^-A?4) . 
Jx f Jx J f 

Mais comme le support de da ne rencontre pas S le membre de droite est 
nul. Il nous reste donc finalement l'égalité : 

(2i7r) n+1 .W(e,e') = - J Res(A = 0, / \f\ 2X % A (v k + da A rj) A % A w' k ). 

Jx J J 

Mais la fonction 

s ^(^) n f f (v k + da An) Aw' k 

est un polynôme de degré au plus k — 1 en Log(\-^\ 2 ) dont le terme constant 
est I(vdf(e),e'). 

Par transformation de Mellin on obtient la formule désirée. ■ 



8 Injectivité de la variation. 
8.1 

Pour montrer que la variation est injective il nous suffît, d'après le théorème 
(7.1) de montrer que pour toute classe non nulle e G H™ nS (0) il existe 
ê G H n (0) telle que l'on ait H(e,e') ^ 0. En fait, comme la variation 
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commute à la monodromie, on peut se contenter de montrer cela pour une 
classe e qui est invariante par la monodromie. 

Soit donc v G T cn s{Y, S n (k)) HKerô définissant la classe e considérée. 
Comme on suppose que T(e) = e, ce qui équivaut à M{é) = 0, on pourra 
trouver, quitte à choisir k assez grand, u G T cnS (Y,S n ~ 1 (k)) vérifiant 
kJ\f(v) = Su ce qui se traduit par les égalités : 

df 

Vj-i = duj — — A Uj-i Vj G [l,k] avec v o = u = 0. 

On en déduit que l'on a dw — où l'on a posé w = v k + y A Uk-i- De plus 
on a 1' égalité 

ji,k+i(w) = 3k,k+i(v) - 5ù 

où l'on définit ûk+i = et ûj = Uj Wj G [1, Ceci montre que la classe 
e est représentée par la forme semi-méromorphe ci— fermée w qui a son 
support dans c D S. 

Remarquons par ailleurs que l'image dans H n (0) de la classe e peut 
également être représentée par une forme méromorphe ci— fermée w G T(Y, fl n ) 
grâce au quasi-isomorphisme (Q'(k), S') ~ {£ '(k), S') pour k — 1. On aura 
alors l'existence de 7 G T(Y, £ n ~ l (l)) vérifiant w = w + c?7 au voisinage 
de Y. 

La généralisation suivante du résultat de contribution " sureffective" démontrée 
dans [B.84 b] va nous permettre de conclure dans le cas où l'image de la classe 
e dans H n (0) est non nulle. Nous traiterons le cas où cette image est nulle 
à la fin du paragraphe 8 (voir (8.10) à (8.22)). 

8.2 Théorème. 

Soit f : X — > D un représentant de Mûnor d'un germe non constant de 
fonction holomorphe à l'origine de C n+1 . Soit Y = / _1 (0) et soit Si un 
sous-ensemble analytique fermé de Y tel qu'en chaque point y de Y \S± 
la monodromie locale de f en y agissant sur la cohomologie (réduite) de 
la fibre de Milnor de f en y ne présente pas la valeur propre 1. 
On suppose que l'on a H n (X \ S\,C) = 0. 

Soit w un n-forme méromorphe d-fermée sur X à pôles dans Y induisant 
une classe non nulle dans H n (F,C) où F désigne la fibre de Milnor de f 
en 0. Supposons qu'il existe des formes semi-méromorphes w et 7 sur 
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X à pôles dans Y de degrés respectifs n et n — 1 vérifiant les conditions 
suivantes 

• i) Supp w fl Si = K est un compact de X ; 

• ii) On a sur X \ Y w = w + dj. 

Alors il existe uj G T(X, Q n+1 ) et j G [l,n] tels que le prolongement 
méromorphe de l'intégrale 



ait en À = un pôle d'ordre > 2 où p G C^°(X) vaut identiquement 1 
au voisinage de K. 

8.3 Remarques. 

• 1) La conclusion du théorème est, bien sur, indépendante du choix de 
la fonction p G C^°(X) valant identiquement 1 au voisinage de 
K puisque si a G C^°(X) vaut identiquement au voisinage de 
K le support de a.w ne rencontre plus Si ce qui implique que 
le prolongement méromorphe de \f\ 2X .o~,w ne présente que des pôles 
d'ordre < 1 aux entiers. 

• 2) Si la dimension du sous-ensemble analytique (fermé) S\ de Y est 
< p avec 2p < n + 1 alors la condition H n (X \ S 1: C) = est 
automatiquement réalisée 39 . 

Nous utiliserons essentiellement le cas p = 1 et n > 2 de ce théorème. 



On peut s'en convaincre en montrant par récurrence sur p que pour un sous-ensemble 
analytique fermé de dimension p de C" +1 les faisceaux de cohomologie à support H_ q s (C) 
sont nuls pour q < 2n — 2p + 1. 
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8.4 

Démonstration. Posons pour j G N : 

7-"'°:= Res(\ = 0,[ \f\ 2X f- j wAD) + P 2 (A = 0, / |/| 2A /-^ A^ 1 ' AO) 
Jx Jx J 

et montrons déjà que l'on a d'Tp = sur V := X \ K pour tout j G N. 
On a 

d'Res(\ = 0,[ \f\ 2X f- j w AD) = P 2 (A = 0, / |/| 2A /~' 7 -y A u; A □) 
puisque du» = d'iu = 0. Par ailleurs 

rf'p 2 (A = o, / |/| 2A r j 'f at^ad) = -p 2 (x = 0, [ \f\ 2X r% A(f7 B " 1,0 An) 

Jx J Jx J 

ce qui donne notre assertion puisque les pôles aux entiers négatifs du pro- 
longement méromorphe de |/| 2A sont simples au plus le long de Y \Si et 
que l'on a w — d'7 n-1 >° = w n '° = au voisinage de V n Si. 

Supposons maintenant que pour j = n le courant 7^ n '° soit d'— exact sur 

V. C'est à dire qu'il existe un courant de type (n — 1,0) sur V 

vérifiant 

T n '° = d'E/? -1,0 sur V. 



Alors, comme on a 

= J™' Vj G N 
on obtient, en posant Uj~ lfi = f n - j .II?- 1 ' Vj G [1, n] 

rp fi = d'U;~ lfi sur F Y; G [l,n]. 
Montrons qu'alors les courants sur V définis pour j G [l,n — 1] 

7-n— 1,1 i// r7 -n— 1,0 | • ? J . rr n— 1,0 . 



- P 2 (A = 0, / / 2A / ^ A 7"" 1 ' A □) + 
Jx J 

+ p 2 (a = o, / l/rr^Ay-^Aq 

Jx J" 
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sont ci'— fermés sur V. Pour cela calculons d"Tp° + j.df A^J. On trouve 

d"T; fi + J .dfAT^i = p 2 (\ = o, [ \f^f^i AW An)+ 

Jx J 

+ p 3 (a = o, / / 2 -v 4 A t A -y"" 1,0 A Q )+ 
- p 2 (a = o, / i/i 2A r4 A rfV -1,0 A □) 

Utilisons maintenant les relations tu = d /r y n ~ 1,0 et 7 n_1 '° + d'^y 71-2,1 = 
valables au voisinage de V D ^i. Elles donnent, puisque l'on a 

d'P 2 (A = 0, / |/| 2A /-^A7 B - 1 ' AD) = 
Jx J 

- P 2 (A = 0, / \f\ 2X r% A d / 7 n - 1 >° A □) + 

Jx J 

- p 3 (a = o, / m 2A r4 A f A 7- 1 ' A □) 

Jx J J 



ainsi que 



d'p 2 {\ = o, / |/| 2 V-4 A 7 n ~ 2,1 An) = -p 2 (a = o, / \f\ 2X r^AdY- 2 ^D) 

Jx J Jx J 

l'égalité 

d"l] lfi + j.dfAlJÏÎ = -d'P 2 (\ = 0, [ |/| 2A /-^A7 B - 1 ' AD) + 

Jx / 

+ rf'p 2 (A = o, / i/i 2A r4 A a □) 

Jx / 

ce qui prouve bien la d'— fermeture sur V des courants jj 1 ' 1,1 pour 
je [l,n-l]. 

Comme on a l'annulation des groupes H p+l (V ) Vl q ) pour tout pE [0, n— 2] et 
tout g G N, on peut trouver un courant U^Zl' 1 sur V vérifiant d'U^I 2 ' 1 = 

j-n-1,1 p osong f/j 1 " 2 ' 1 := jn-j-l p Qur j ç [1,72 — 1]. Alors les 

hypothèses du Lemme suivant sont vérifiées pour p — 0, a — l,b — n — 1. 
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8.5 Lemme. 

On suppose donnés sur V des courants JJ™~ P ~ 1,P pour j G [a, b + 1] et 

yn-p^p+i pour jG[a;6] oùles jjn-p-hp vérifient f.u;;r 1,p = u;- p ~ 1 > p 



pour j G [a, b] et où les courants U]- p ~ 2 ' p+1 vérifient f .U^ p ^ p+1 



U^- p -'' p+i pour j G [a, 6 — 1]. 

Supposons également donnée sur V une forme semi-méromorphe 7 de 
degré n — 1 à pôles dans {/ = 0} telle que d'y soit de type (n, 0). 
Supposons que l'on ait sur F les égalités de courants suivantes pour j G [a, 6] 

T n-p-l,p+l ;= ^n-p-hP + J ^ A U^ P - 1,P + 

-p 2 (a = o, / |/| 2A r j £ A ^" p_1 ' PAD )+ 

./y / 

p 2 (A = 0, / \ f\ 2X r j % a y-p- 2 ^ 1 A □) 

Jy / 

= d'u]~ p - 2 > p+l 

Alors les courants 

-p 2 (a = o, / i/i 2A r^ A ^ n " p ' 2,p+lAn )+ 

Jv J 

+ p 2 (a = o, / i/i 2A r j 4 A ^ n " p " 3 ' p+2AD ) 

Jy / 
sont ci'— fermés sur V pour j G [a, 6 — 1]. 

8.6 Preuve du lemme. 

On a pour j G [a, 6] : 

d'(d"u; i - p - 2 ' p+1 ) = -d" (d'u;- p - 2 ' p+1 ) 

= -d"( 3 JfAU^r 1 ' p ) + 

+ d"(p 2 (A = 0, / \ f\ 2X f~ j -j A y^p- 1 ^ a □)) 
./y J 

-d"(p 2 (A = o, / i/i 2A r^ A ^ p_2,p+lAn )) 

Jy / 
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et donc 

d'(d"u;- p - 2 ' p+i ) = jjf a d"uj-r 1,p 

- P 2 (A = 0, / \f\ 2X r% A d ff 7 B - p - 1,p A □) 

Jv 7 

- P 3 (A = 0, / \f\ 2X r% A % A 7 -i-W A □) 

j.p 2 (A = 0,J \f\ 2X n&- A | A y-i-w A □) 

+ P 2 (A = 0, / \ f\ 2X r j % ArfV" P ~ 2,P+1 AD) 

puisque l'on a 

d"{ f \f\ 2X r J %AY l - p - w An) = 

Jv J 

(A -j).f \f\ 2X r% A T A 7 n " p - 2 ' P+1 A □ + 
- [ \ f\ 2X J~ j % A (f 7 "" P " 2,P+1 A □ 

Ensuite on a 

a ^r 2,p+1 ) = a (Ttçr 1,p + 

- j.df a p 2 (a = o, / i/i^r^'f A 7 »i-W A n) . 



puis 



- rf'p 2 (A = o, / \n 2X r% a 7 ™-p- 2 ^+ i A □) = 

7y 7 

- P 3 (A = 0, / f\ 2X f 4 A f A 7 "-f- 2 .^ 1 A □) 

Jv 7 7 

+ P 2 (A = 0, / \f\ 2X T 3 % AdY~ P ~ 2 ' P+1 AD) 
Jv 7 
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puisque 



Et enfin 



d > [ |/| 2A r^A 7 "- p - 2 ' p+1 AD = 
Jv f 

A. f \f\ 2X r>% a&a y-^2, P +i A n + 
Jv f f 

_ f \f\^f^i A dY' p ~ 2 ' p+1 ^a. 

Jv f 

d'(P 2 (X = 0, / \f\ 2X H% A 7 ™-p- 3 ^+ 2 A □)) = 
Jv J 

_P 2 (A = 0, / \ f\ 2X H% AdY~ P ~ 3 ' P+2 AD) 
Jv J 



(10) 



Maintenant les relations 



^"^n-p-2,P+l _|_ ^/yi-p-3,p+2 _ g 

qui résultent de notre hypothèse sur 7 ainsi que les égalités 

(1) + (6) = 0, (2) + (9) = 0, (3) + (8) = 0, (4) + (7) = 0, (5) + (10) = 
permettent de conclure. 



8.7 Remarque. 

Pour peu que l'on ait H P+2 (V, Q n ~ p+2 ) = on peut trouver, sous l'hypothèse 
du Lemme, un courant tj™-p+ 1 >p+ 2 sur y vérifiant d'U r ^i +1,P+2 = 

T n-p+2, P+ 2 etpoger ^-p+l*+2 = p- j -l u n-p+l*+2 ^ ■ £ ^ fe _ fl _ y 

et se retrouver à nouveau dans l'hypothèse du Lemme pour p + 1, a et 6 — 1. 



8.8 Fin de la démonstration du théorème (8.2). 

Puisque l'on dispose de l'annulation de H P+1 (V, £l q ) pour tout p G [0, n — 2] 
et tout g G N, la remarque ci-dessus permet de continuer à appliquer le 
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Lemme (n — 1)— fois (pour p G [0, n — 2]) et d'obtenir un courant ci'— fermé 
de type (0, n) 

Tj '™ :=(f C/?' 71 - 1 + df A C/^'"-^ 

-P 2 (A = 0, / l/l^r^AT^AD). 



Donc 7^ ' n est une forme antiholomorphe de degré n sur V . De plus on a 

d"7j°' n + £ A T°' n = 

sur V\Y car cf 7 0,n_1 = montre que P 2 (A = 0, J v |/| 2A /" j f A 7 °' n - 1 AD) 
est annulé par Adf et d. Par Hartogs, elle se prolonge en une forme 
antiholomorphe Qi sur X vérifiant d(f.Qi) = sur X. 
De plus on aura des courants U et V sur F de degré n — 1 vérifiant 
l'égalité suivante sur V \ S\ — X \ S\ m : 

T™' -Ù 1 = dU + df AV. 

Remarquons déjà que la n— forme holomorphe ci— fermée f2o : = est 
d— exacte sur X. Donc elle induit la classe nulle dans H n (F,C). Il en 
sera donc de même pour Q\ et pour une n— forme holomorphe A vérifiant 
dA = df A Qi, d'après le théorème de positivité de Malgrange (voir [M. 74] 
ou l'appendice de [B.84 b]). 
Posons 

T:=Pf(X = 0, ! \ f\ 2X wAU). 
Jx 

Montrons que l'on a dT — df A T^' sur X. En effet, on a 

d'T = Res(X = 0, f \f\ 2X ^- A w A □) = 
Jx J 

car l'absence de puissance de / en dénominateur montre que la fonction 
méromorphe dont on prend le résidu à l'origine n'a pas de pôles en ce point 41 . 

40 Rappclons que les supports des parties polaires d'ordre > 2 aux entiers du prolonge- 
ment méromorphes de |/| 2A sont contenus dans Si. 

41 On utilise à nouveau le fait que les racines du polynôme de Bcrnstcin de / sont 
strictement négatives ! Voir [K.76] 
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De plus on a 

d"T = Res(X = 0, / \f\ 2X ^L A w A □) 
ce qui coïncide bien avec df A 7^ n '° car on a 

P 2 (A = 0, / |/|^iA^A 7 B - 1 ' AD) = 
Jx j J 

d"Res(X = 0, / |/| 2A ^ A 7 n " 1 > A □) + 

+ Res(X = 0, / |/| 2A ^ A d" 7 "" 1,0 A □) 
= 

car à nouveau les résidus à l'origine sont nuls pour la même raison que ci- 
dessus. 

On obtient donc l'égalité suivante de courants sur X \Si 

d(T-À + df AU) = 

Comme on a, par hypothèse, H n (X \ Si, C) = on en conclut à l'existence 
d'un courant W de degré n — 1 sur X \Si tel que 

T = À + df A U + dW. 

Alors le Lemme (D) de [B.84 a] donne que w induit la classe nulle dans 
H n (F, C) contredisant notre hypothèse. 

Donc le courant 7^ n '° n'est pas c?'— exact sur V. La dualité entre 
H n (X \ K, O) et Y(K, Q n+1 ) 42 et la densité de l'image de la restriction 
T(X, Q n+1 ) — > T(K, Q n+l ) permettent alors de trouver une forme holomor- 
phe uj G F(X, Q n+1 ) telle que l'on ait < T™'°, d'p Aw>^0 ce qui donne 

Res(\ = 0, [ \f\ 2X f~ n w A d'p A û) + 
Jx 

P 2 (A = 0, / \f\ 2X f~ n % A T"" 1 ' A d'p A Q) ? 
42 On peut choisir pour K la trace sur Si d'une boule assez grosse. 
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Mais on a 



d(\f\ 2X r n .w A p.û) =A|/| 2A r n .y A w A p.û + 

{-l) n \f\ 2X f~ n .w Ad'pAû 

ce qui donne : 

Res(X = 0, / \f\ 2X f- n w A d'p A Q) = 
Jx 

(-1)" +1 P 2 (A = 0, / |/| 2A r n f A^Ap.ô)) 



Comme on a 



P 2 (A = 0, / \î\ 2X r n % A 7™" 1 ' A d'p Aw) = 

7 

(-i) b p 2 (a = o, / m 2A r n t A ^ n_1,0 A p 

Jx 7 

on obtient finalement 

P 2 (A = 0, / |/| 2A r"^ A («7 - dY' 1 ' ) A P -00)^0 
Jx 7 

c'est à dire, vus les types 

P 2 (A = 0, / |/| 2A r^A*Ap.c)^0. 
Jx 7 

Ceci achève la preuve du théorème (8.2). ■ 
8.9 

Pour conclure à l'injectivité de la variation dans le cas où l'image de la classe 
e G H™ nS (0) dans H n (0) n'est pas nulle, il suffit de remarquer que si 
l'on écrit u = ^ A w' la décomposition dans le système de Gauss-Manin 

(localisé) en degré n de / de la forme méromorphe va fournir une 
classe e' G H n (0) vérifiant H(e,e')^0. En effet, les formes méromorphes 
induisant des classes dans les sous espaces spectraux de la monodromie pour 
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des valeurs propres différentes de 1 ne donneront pas de pôles doubles 
aux entiers négatifs, pas plus que les formes du type y A du où u est 
méromorphes de degré n — 1 dans le prolongement méromorphe de 



Le cas plus délicat est celui où la classe e considérée est dans le noyau de 
l'application can cn s '■ H™ nS (0) — > H n (0). D'après le théorème 1 du (4.6) 
il existe [a] G H^ y(S, if n_1 (0)) vérifiant i([a]) = e. De plus, comme 
l'application i est injective, on peut supposer que l'on a T([a]) = [a] dans 



Les lemmes suivants vont nous fournir un représentant de la classe [a] con- 
sidérée qui met en évidence la propriété d'invariance par la monodromie. 

8.11 Lemme. 

Supposons n>3. Soit [a] G H^S, # n_1 (0)) vérifiant T(i([a})) = i([a\) 
dans H™ nS (0). Alors, pour k assez grand, il existe un représentant 
à E F(S*, Ker 5 n ~ 1 (k + 1)) tel que l'on ait 

AT (à) e T(Y,Kerô n - 1 {k + 1)) 

et dont l'image dans f/J^S, if n-1 (0)) est [a]. 

Preuve. Pour k 3> 1 on a un isomorphisme r n ~ l (k) : /i n_1 (A;) — > iJ n ~ 1 (0). 
Puisque l'on a H\S,H n ~\fS)) = et l'annulation de H 1 {S%5£ n ~' 2 ) 
prouvée au lemme (4.7), on peut relever [a] en une section a' G F (S*, Ker ô n ~ 
Grâce à l'annulation de H 1 (Y, ô£ n ~ 2 ) prouvée au lemme (4.7), l'hypothèse 
T[a] = [a] dans H* 0} (S, H 71 ' 1 ^)) permet de trouver G F (Y, Ker ô n ~ 1 (k)) 
et F eF(S*,ÔS n - 2 (k)) vérifiant 




8.10 



HUS,H 



(0)). 



Ma' 



(3 + F au voisinage de S*. 



Ceci se déduit d'une "chasse" facile sur le diagramme commutatif exact 
d'espaces vectoriels monodromiques : 
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Hî o} (S,H»-\0)) 

H°(S*, 58 n ~ 2 (k)) H°(S*, Ker 5 n ~ l {k)) H°(S*, H n ^{0)) 

H°(Y, ÔS n - 2 {k)) H°{Y, Ker 5 n ~\k)) H°(Y, H n -\0)) 

La suite exacte 

-> Kerô n - 2 {k) -> S n - 2 {k) -> ÔS n - 2 (k) -> 

donne, pour n > 4 la surjectivité de la flèche 

5 : # (S*,£ n - 2 (À;)) -> H°(S*,S£ n - 2 (k)) 

puisque, pour n > 4, on a /Ter 5 n ~ 2 (A;) ~ ££ n-3 (£;) et que l'annulation du 
H 1 (S*,ôS n ~ 3 (k)) est donnée par (4.7). On peut donc trouver 
7 G r(S*,£ n - 2 (À;)) vérifiant T = <5 7 . Pour n = 3 on a H\S\ Ker 5 1 {k)) ~ 
H l {S\h\k)) ^ 0. Mais l'application 

JM;+1 : tf 1 ^*, ^(A;)) - '(S*, ^(A; + 1)) 

est nulle (voir (1.6)) et quitte à changer /c en fc+l on peut lever l'obstruction 
et trouver également 7 G F (S*, £ n ~ 2 (k + 1)) vérifiant T = S'y. 
Définissons alors â G T(S*, Kerô îl ~ 1 (k + 1)) en posant 

df 

àk+i = «fc + y A 7fc et âj = Vj G [1, fc]. 

L'égalité <5â = est immédiate et on a M {à) = jk,k+i(P) ce Qui achève la 
preuve. ■ 
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8.12 Variante pour n = 2. 

Si a E K vérifie N([a\) = dans Hfa(S, H 1 ^)), il existe fc»l et 
â E T(S*, Ker ô 1 (k)) tel que Af(â) soit la restriction à S* d'un élément 
de T(Y, , Ker 5 1 (k)), et induisant la classe de a dans 

HWxr Hl °> {s - Hlm 



Preuve. Pour k ^> 1 on peut représenter a par a G T(S*, Ker 5 1 (k) ; de 
plus on peut également trouver f3 E T(S, Ker S 1 (k)) et T E T(S*,ô£°(k) 
vérifiant 

Af(â) =p + T. 

Comme lim/i 1 (/c) ~ H 1 ^) est à support dans S, on peut supposer 

fc^oo 

également que (3 est la restriction k S de (3 E T{Y, Ker ô 1 (k). 

Comme la monodromie est l'identité sur iJ 1 (S'*,C), on peut trouver 7 E 

T(S*,£°(k)) vérifiant Af(T) = S'y. On aura alors 



T := 







V 







/ 



fr k \ 

V J 



-ô 



/0\ 

ïk 



Donc, quitte à ajouter un cobord (et à changer k en fc + 1) on peut supposer 
que 

â = p + r 

avec Tj = pour j ^ k. 

Posons alors â fe+1 = a k — T k et âj = j3j Vj E [l,k]. Alors â vérifie bien 
les propriétés requises. ■ 



8.13 Lemme. 

Dans la situation du lemme (8.11) ci-dessus, il existe (quitte à restreindre 
X ) une n— forme semi-méromorphe w qui est définie et d— fermée dans 
X* — X \ {0} et à support dans mod S, qui, restreinte à X\X'\Y, induit 
l'image de la restriction de i[ct] dans H'^ lodS (X \ X' \ Y,C). 
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Preuve. Fixons un voisinage ouvert W de S* dans X* et supposons 
que, quitte à restreindre le disque de centre dans C qui définit X, la 
section f3 construite au lemme (8.11) est définie et ô— fermée sur X. Soit 
X G C°°(W) valant identiquement 1 près de S* et identiquement nulle près 
de dW . Nous la prolongerons par sur X*. Posons alors 

w = dxA â fc+ i - (1 - x)— A P k 
# = & Vje[l,k] et P' k+1 = 0. 

On a alors 

d X Aâ = Ji M i(w) + S((l - X )-P')- 

Comme (1 — x)./3' est à support dans mod S , on en déduit que la n— forme 
semi-méromorphe w vérifie les propriétés demandées. ■ 

Remarque importante. 

Si la classe définie par w dans H^ odS (X*\Y* , C) est nulle, on peut trouver 
une (n — 1)— forme semi-méromorphe e sur X* à pôles dans Y* et à 
support dans mod S 43 et vérifiant 

w = de sur X* . 

Posons alors 

7 := X-& - (1 - x)-/3' - ji,fc+i(e)- 
Comme 6^ = cela définit une classe dans 

M n ~\X*,(£'(k + l),ô') 

qui s'identifie au (n — 1)— ième groupe de cohomologie de la fibre de Mil- 
nor de / à l'origine. On a donc un élément de H°(S, H n ^ 1 (0)). Mais 
ceci montre, puisque e et (1 — x) son t nulles au voisinage de S* que la 
section correspondante sur S du faisceau if n_1 (0) prolonge la section "ini- 
tiale" a G H°(S*, i/ n_1 (0)). Ceci montre que la nullité de w dans l'espace 
H^ odS (X*\Y* ,C) implique celle de la classe de a dans H^ Q y(S, H n ~ 1 (0)). 

43 ce qui signifie que l'adhérence de son support dans X* ne rencontre pas S*. 
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8.14 Variante pour n = 2. 

L'énoncé est ici le même qu'en (8.13) sauf que l'on obtient dans l'espace 
Hmods((X \ X') \ Y, C) qu'une égalité modulo l'image dans cet espace du 
sous-espace % o j(H 1 (S*, C)). 
La preuve est analogue. 

La remarque importante qui suit le (8.13) est valable pour n = 2. Dans ce 
cas, elle donne que la classe initiale de /C dont on part, est dans ji^H 1 ^*, C)) 
dès que la classe de w dans H'^ lodS (X* \Y*,C) est nulle. 

On remarquera que l'image dans H^ nS (0) de j(H 1 (S*, C)) (modulo laquelle 
on travaille) est l'image par la restriction naturelle de H^ iodS (X* ,C). Ceci 
résulte de notre construction et de l'isomorphisme 

H 2 modS (X*,C)^H\S*,C) 

qui découle facilement des annulations des H l (X*,C) pour i = 1,2. 

8.15 

Notre stratégie, pour terminer la preuve de l'injectivité de la variation pour 
n > 3, consiste à considérer le diagramme commutatif suivant dont les lignes 
sont exactes d'après le théorème (5.1) 44 : 

H n modS {X*) ^H^ odS (X* \y) -^-^H^sOT) -Hif dS {x*) 

r r ' 

H n modS {X \ X> \ Y f^Hl- odS {Y \ Y') • • • 

a 

et à montrer les propriété suivantes qui permettent facilement de conclure 
que si d o Res' annule l'image de w dans H^ nodS {X \ X' \ Y) alors c'est 
que cette image est déjà nulle ; mais alors l'image de dx A à est également 
nulle dans ce même espace. Le théorème (4.6) donne alors que la classe de 
a G H^(S, H n ~ 1 (0)) est nulle. Ceci achève donc la preuve de l'injectivité de 
la variation pour n > 3, modulo la démonstration des assertions suivantes: 

44 Touts ces groupes de cohomologie sont à valeurs dans C. 
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• 1) La restriction de w est dans l'image de l'application de restriction 
notée r . 

• 2) L'application de résidu Res est un isomorphisme, grâce à l'annulation 
des groupes H l modS (X*) pour i = n, n+1 pour n > 3. 

• 3) La composée d or' est injective. 

Les lemmes (8.11) et le (8.13) donnent déjà la propriété 1). 
Montrons donc les annulations qui donnent la seconde propriété pour n > 3. 
Comme on a H l {X*) = pour i = n, n + 1 il nous suffit de montrer que 
si ip G C°°(X*) est de degré n — 1 ou n et a une différentielle identiquement 
nulle au voisinage de S* il existe x £ Qws(^*) telle que d\ = dïp sur 
X*. Comme on a n > 3 on a une base de voisinages ouverts W de S* 
dans X* qui vérifient H l (W) = pour i > 2. Ceci permet aisément de 
conclure. 



8.16 

Il nous reste à montrer l'injectivité de la flèche 

dor':H^ dS (Y*)^H:(0) 

qui est définie comme suit : à ip G C^ odiS (V(F*)) vérifiant dip — on 
associe la restriction à {/ = s} pour s assez voisin de de la forme 
dp A ip où p G C^°(X) vaut identiquement au voisinage de l'origine. 
Cette injectivité va résulter d'un théorème général. 



8.17 Théorème. 

Notons respectivement par M.P(k) et M^ nS (k) les groupes d'hypercohomologie 
à supports W£(Y,£(ky,ô') et HÇ n5 (Y, £(k)', S*). Alors on a, pour chaque 
k > 1 la suite exacte longue d'espaces vectoriels monodromiques : 

- KàsWFik),?) ± W c (k) ca ^ s Ml ns (k) 1* M p modS (dY,£'(k),ô') - 
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où l'on a noté par M P nodS (dY,£'(k),ô') la limite inductive quand s' — > s 
de Knods( Y \Y',£ 9 (k),5') avec Y' = YnX' où X' est la trace sur X 
de la boule de centre et de rayon e' Ab . 



8.18 Démonstration. 

Commençons par définir l'application j. Fixons X' := B(0,e f ) H f^ 1 {D) C 
X = B(0,e) n f~ 1 {D),£- s 1 < s < 1. Soit <p une section de £ p ~ l (k) 
sur X \ X' identiquement nulle au voisinage de S et 5— fermée. Soit, 
de plus, p G C°°(X), une fonction identiquement égale à 1 au voisinage de 
X' et à support /—propre. Alors j(ip) = dp A <p = ô((p — l).<p) est dans 
r c (y, Kerô fi £ p (k)); elle définit donc un élément de H£(fc). Montrons que 
ceci définit bien une application linéaire 

j--K^o d s{dY^\kl5')^W c {k). 

Si <p est l'image par ô d'une section *0 G r mod s(dY, £ p ~ 2 (k)) alors on aura 

dp Aôïp = 5(—dp A 

où l'on a dp A ip G r c (Y, £ p ~ 1 (k)) ) en prolongeant par 0. 

On a clairement j o k Af =k Af ° j ce qui montre l'aspect monodromique de 

l'application linéaire j. 

On remarquera que pour k — 1 cette application est bien compatible avec 
l'application 9 considérée plus haut. 

Identifions le noyau de j ; si on a dp A (p = £7 où 7 G r c (Y, £ p ~ 1 (k)) ) on 
aura, quitte à augmenter la taille de X', que la restriction 7 de 7 à X\X' 
sera dans r mo <2s(9Y, £ p_1 (/c)) et vérifiera dp A p = #7. Alors 7 + (1 — p).p 
définira un élément de HÇ~^(F, £'(k), ô'). La construction de l'analogue 77 
en degré (p — 1) de l'application r\ que nous allons définir maintenant 
montrera que le noyau de j est bien l'image de M p ^ ] 1 s (k) par 77. 
La construction de l'application 77 est très simple. 

Si w £ T cn s{Y, Ker ôr\£ p (k)) pour un choix de X' assez gros, la restriction 
de w à Y fi (X \ X') est à support dans mod S et donne une classe 
dans M^ nodS (dY,£'(k),5'). On vérifie immédiatement que ceci passe au 

45 Rappclons que X est l'intersection de la boule de centre et de rayon e avec 
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quotient. L'application est donc bien définie et elle est clairement linéaire et 
monodromique. 

De plus, il est clair que si w est à support compact, son image par n est 
nulle. 

Réciproquement, si r)[w] = 0, alors on peut écrire sur dY : 

w — Sv 

avec v & T mo d,s{dY,S p ^ 1 (k)). Alors pour p G C^j^(X) valant identiquement 
sur X' avec X' assez gros, on aura w' := w — ô((l — p).v ) qui représentera 
la classe [w] G H^ nS (0) et sera à support compact sur Y. Donc [w] est 
bien dans l'image de can Cj s- 

Pour achever la démonstration il nous reste à montrer que le noyau de 
l'application 

can C:S :J5F c (k)^U p cnS (k) 

est bien l'image de j. Soit donc v G T cn s{Y, Ker ôr\S p ~ l (k)) tel que w — Sv 
soit à support compact dans Y. Alors v définit par restriction à dY un 
élément [v] de M^ dS (dY,S'(k),ô'). Pour calculer j(M) choisissons p 
comme ci-dessus 46 . Alors on aura j([v]) = [dpAv] = 5((p — l).v). Mais on a 

Sv — ô(p.v) = ô((l — p).v) 

avec (1 - p).v G r c (Y,£ p ~ 1 (k)) et donc la classe de j(H) dan s W>(k) 
coïncide bien avec celle de w = ôv. ■ 

Pour terminer la preuve de l'injectivité de la variation (c'est à dire pour 
déduire l'assertion 3) du (8.15) du théorème (8.17)), il nous suffit de montrer 
que pour n > 3 la flèche 77 en degré n — 1 de la suite exacte longue de 
(8.17) est nulle, ce qui résulte de la proposition suivante. 

8.19 Proposition. 

Sous les hypothèses standards pour n > 3 l'application canonique 
can C:S : limU^ik) -> limW^k) 

k^oo fe^oo 

est un isomorphisme. De plus, pour n > 4 ces deux groupes sont nuls. 
Preuve. Commençons par montrer le lemme suivant 



et tel que l'on ait Supp(dp) (1 Supp(ôv) = 0. 
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8.20 Lemme. 

Pour n > 4 on a H™~g(Y, C) = 0. Pour n = 2, 3 on a l'isomorphisme 

Preuve. Comme on peut remplacer Y par la limite inductive de ses voisi- 
nages ouverts, on peut calculer H™~l(Y, C) à l'aide du complexe de de 
Rham des germes de formes différentielles à support dans c D S. Soit donc 
ip un tel germe d-fermé de degré n — 1 . Comme if n_1 (Y, C) = puisque 

Y est contractible, on peut trouver un germe ifj de degré n — 2 vérifiant 
dtp = ip. Si K est un compact de S assez gros, on aura dip = au 
voisinage de S\K. On constate alors que si la classe de cohomologie définie 
par ip dans H n ~ 2 (S\K,C) est nulle pour n>3 ou prolongeable à S 
pour n = 2 alors la classe définie par ip est nulle dans H™~g(Y,C). Ceci 
permet alors de construire un isomorphisme H™~g(Y,C) ~ H?^Ç~(S, C) ce 
qui achève la preuve puisque pour n > 4 le groupe H™^Ç-(S, C) est nul. ■ 

8.21 Preuve de la proposition (8.19). 

Supposons maintenant n > 3 et notons par $ une famille paracompactifî- 
ante de fermés de Y égale soit à c ou bien à c fl S. Comme les faisceaux 
£'(k) sont fins, on aura 

Ul~\Y,£ 9 (k),ô') ~ T^(Y,Ker5 n -\k))/ôT^(Y,£ n ~ 2 (k)). 

Soit maintenant u> G r$(Y, Xer # n_1 (A;)). Alors si X est un compact de 

Y assez gros, w est identiquement nulle au voisinage de S \ K. La suite 
exacte 

-> 5£ n ~ 2 (À;) -> Ker^ 1 -> //"^(O) -> 0. 

donne alors 

-> r$(F,^ n - 2 (A;)) -> r^^Xer^- 1 ) ^> r$(Y, /i n_1 (A;)) -> ^ (F, ^ n ~ 2 (A;)) 

Et comme, pour n > 3 le faisceau h n ~ 1 (k) est à support dans 5, on aura 

r(w)\ S \K = dans r$(5' \ K, /i n_1 (/c)) ~ T$(y \ K, /i n_1 (A;)). 

Comme, de plus, /i n_1 (/c) est un système local sur S* et n'admet pas de 
section non nulle à support l'origine, on aura r(w) = et on en conclut que 
w G T$(Y,5£ n ~ 2 (k)). 
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Les suites exactes 

-> 5£ q ~ l (k) -> £«(Jfe) -> -> 

pour 2 < g < n — 2 conduisent aux isomorphismes, puisque les faisceaux 
sont fins et la famille de supports $ est paracompactifiante 

r*(y, ^"- 2 (A;))/5r $ (r, £— 2 (fc)) ~ # * (y, 3 (&)) ~ • • • ~ #r 3 (^ ^(fc)). 

Bien sur pour n = 3 on doit remplacer iï^ -3 (y, 5f par son quotient 
par ÔH%(Y,£\k)). 
La suite exacte 

-> Kerô\k) -> ^(Jfe) -> 5£ 1 (k)) -> 

donne alors l'isomorphisme #£~ 3 (y ~ if£~ 2 (y, Ker ^(Jfe)). 

Les suites exactes 

-> <5£°(£;) -> Kerô\k) -> /i^jfe) -> 
-> /i°(Jfe) -> 5 (Jfc) -> <5£°(À;) -> 

combinées avec le fait que j^^+i : /i 1 (A;) — > /i 1 (A; + 1) est nulle, donnent un 
isomorphisme 

Zim HS _1 (A;) ~ UmH^frKerS 1 ^)) ~ lim H^~ 2 (Y, ô£°(k)) 

fc— >oo 

Pour terminer la preuve de la proposition (8.17), il suffit donc de voir que 
l'application canonique 

est un isomorphisme pour n > 3, et entre groupes nuls pour n > 4. 

Ceci résulte du lemme (8.20). ■ 

Ceci achève donc la preuve de l'injectivité de la variation pour n > 3. 
On a donc également établi la non dégénérescence de la forme hermitienne 
canonique (voir (7.1)) et l'égalité de dimension 

dim c (Im6) =dim c {H^S, H n ~\0))) . 

Cette égalité implique que Im 9 coïncide avec l'orthogonal dans H 1 ^*, iJ™~ 1 (0)) 
du sous espace H°(S, if" -1 (0)) de H°(S*, if n_1 (0)) pour l'accouplement 
non dégénéré déduit de la forme hermitienne canonique sur le système local 
if"" 1 ^)) (voir (3.1)). 
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8.22 Le cas n = 2. 

Nous allons montrer que les résultats précédents s'étendent "mutadis mu- 
tandis" au cas n = 2 quitte à remplacer l'espace vectoriel monodromique 
-^cns(O) P ar I e quotient 

g c 2 n S (Q) 

où l'inclusion j de H l (S*, C) 47 a été définie au Lemme (4.8) (voir aussi 
(4.12.1)). 

Nous allons seulement préciser les points de la démonstration du cas n > 3 
qui sont à modifier de façon significative dans ce cas. 



8.22.1 

Commençons par remarquer que toute la première partie de la preuve de 
l'injectivité de la variation, à savoir les sections (8.1) à (8.10), reste valable 
telle quelle 48 

Il n'en n'est pas de même pour la seconde partie de cette preuve. 

• 1) Les lemmes (8.11) et (8.13) doivent être remplacés par les variantes 
(8.12) et (8.14) qui les suivent. 

• 2) L'assertion 2) de (8.15) doit être remplacée par l'assertion suivante: 

L'application Res est surjective et son noyau a pour image par 
r l'image injective par la restriction à (X \ X') \ Y du sous espace 
j(H\S*,C)) de Hï ns (0). 

Ceci est une conséquence facile de la remarque qui conclut le (8.14) 

• 3) On a pour n = 2, ^(0) -0 et Hî nS (0) ~ H^S, C). De plus, 
un élément de IC/j(H 1 (S*, C) invariant par la monodromie donne 
une classe nulle par l'application Res du diagramme de (8.17) si et 
seulement si cet élément est nul. 



47 muni de la monodromie triviale, c'est à dire égale à l'identité. 

48 Grace, entre autres, au fait que le sous-espace j(H 1 (S*,C)) de H^ nS (0) est formé 
de vecteurs invariants par la monodromie. 
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8.22.2 Preuve de l'assertion 3). 

L'annulation de Hl(0) résulte du fait que la fibre de Milnor F de / à 
l'origine est une variété de Stein de dimension 2 ; donc H 3 (F, C) ~ et par 
dualité de Poincaré on a Hl(F, C) ~ 0. 
L 'isomorphisme 



définie de la façon suivante : à la fonction localement constante ip au voisi- 
nage de S* on associe la classe [</?-^x] où x £ C°°(F) vaut identiquement 
au voisinage de dS et s'annule identiquement dès que l'on s'éloigne de dS. 
On constate facilement que ceci ne dépend pas du choix de la fonction x e t 
passe au quotient par H°(S, C) 49 . 

L'application induite par e est injective : si ip.dx = dip où ip E C^\ S (Y), 
on aura d(jp — x-<f) = sur F, et donc ip — x-f sera localement constante 
(donc constante) sur Y. Comme ip est nulle et x vaut identiquement 1 
près de dS, ceci montre que ip se prolonge en une constante sur Y et donc 
induit la classe nulle dans H^ y(S, C). 

L'application induite par e est surjective : si a G C^gÇY) 1 est d— fermée, 
on peut l'écrire, puisque Y est contractible, a = d(3 avec (3 G C°°(F)°. 
On en déduit que f3 est localement constante au voisinage de dS. Soit y? 
la fonction localement constante au voisinage de S* qu'elle définie. Alors 
l'égalité a — d(x-<p) — — X)-0) montre, puisque (1 — x)-P est à support 
dans c fl S que l'on a e([(p\) = [a]. 
Il nous reste à montrer que l'application évidente 



H°(S*,C) 
H°(S, C) 



^Hl 0} (S,C)^Hl nS (Y,C) 



est donné par la flèche 



e:H°(S*,C)^Hl nS (Y,C) 



Hl nS (Y,C)^Hl nS (0) 



est un isomorphisme. 



49 Si tp est constante au voisinage de S on peut prolonger la constante à F et alors 
ifi.dx = — X)-f) montre que la classe [v?-rfx] est nulle dans H^(Q). 
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Elle est injective : si a G C^ S (Y) 1 est d— fermée et si ji,k(<x) = ô{3 avec 
PeT cnS (Y,£°(k)),on a 

df 

a = d(3 k - y A Pk-i 

et dp, - y A /3(,-_i = V j G [1, fc - 1] 

avec la convention f3 Q :— 0. Alors = et donc /3i = puisque c'est une 
fonction localement constante et nulle près de dS. On en déduit de même 
que les j3j sont nulles pour j G [l,k — 1]. Il nous reste alors seulement 
l'équation sur F 

a = d/3fc. 

Mais une fonction semi-méromorphe dont la différentielle est C°° est C°° 50 . 
On a donc [a] — dans Hl nS (Y,C). 

Elle est surjective : si 7 G T cn s{Y, Ker <5 1 (/c)), comme on a la nullité de 
ff c ° nS (F, -f^ 1 (0)) ainsi que l'isomorphisme lim h l (k) ~ -H' 1 (0), quitte à 

k^oo 

augmenter k, on peut supposer que a G r cn s(Y, ô£°(k)). Mais la suite 
exacte 

-> -> -> ^°(A;) -> 

montre que l'on a un isomorphisme 



-1 



On vérifie alors facilement que l'application considérée coïncide avec d 

Vérifions enfin la dernière partie de l'assertion 3). On doit donc examiner le 
cas où la 2— forme fermée w peut être choisie C°° sur X*. Mais comme 
on a, H^ odS (X \X',C) ~ i/ 1 (S'*,C), cela signifie que l'on peut choisir 
w = dx A <f où est une 1— forme C°° et d— fermée au voisinage de 
S* et où la fonction x es t identiquement égale à 1 près de S*. Mais alors 
la classe initiale est dans j(i/ 1 (S'*,C) d'après la remarque importante du 
(8.13) et de sa variante dans (8.14) 

Terminons ce paragraphe 8 en redonnant l'énoncé de notre résultat : 



50 On se ramène au cas méromorphe par Dolbcault (local) et on conclut par le lemme 
de de Rham holomorphc. 
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8.23 Théorème 2. 



Sous les hypothèses standards pour n > 3 on a les propriétés suivantes 

• 1) dim# c n n5 (0) = dimF n (0). 

• 2) La variation var : H" nS (0) — > H™(0) est un ismorphisme d'espace 
vectoriels monodromiques. 

• 3) La forme hermitienne canonique 



est non dégénérée. 

Pour n = 2 tout ceci reste vrai à condition de remplacer H^ nS (0) par son 
quotient par j(iï" 1 (S'*, C)). 

9 Applications et un exemple pour conclure. 

Il n'est pas difficile de déduire les analogues pour la valeur propre 1 des 
théorèmes 13 et 14 de [5.91] de l'égalité entre Im(6) et l'orthogonale pour 
h de //°(5,// n - 1 (0)) dans H 1 (S* , H 71 ' 1 (0)) . On obtient les théorèmes 
suivants dont la ligne de démonstration, maintenant que l'on sait que Im{9) 
est exactement l'orthogonal de H°(S, H n ~ 1 (0)) dans H 1 (S*, # n-1 (0)) pour 
h, suit pas à pas celle de [B.91]. 

9.1 Théorème 3. 

Sous les hypothèses standards pour la valeur propre 1, considérons e G H n (0) 
vérifiant Af k (e) = avec k > k 51 . Alors les conditions suivantes sont 
équivalentes : 



• 2) Si w G r(y, Ker 5 n (k)) vérifie r n (k)(w) = e, pour chaque j G Z, 
les fonctionnelles analytiques 



51 Rappelons que, par définition, ko est l'ordre de nilpotence de la monodromie agissant 
sur le système local _ff" _1 (0) sur S*. 



H:H: nS (0)xH n (0)^C 



• 1) ob k (e) = . 
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sont nulles pour l > 2. 
De plus, pour vérifier 2) il suffit de le faire pour 1 = 2 et pour j G [0, n\. 

9.2 Théorème 4. 

Sous les hypothèses standards pour la valeur propre 1, supposons que le pro- 
longement méromorphe de j x |/| 2A D admette un pôle d'ordre > k en un 
entier négatif, avec k > sup (/c , ki) + 2 où k Q et ki sont respective- 
ment les ordres de nilpotence de la monodromie agissant sur le système local 
H n ~ 1 (0)\ s * et sur l'espace vectoriel H n (0). 

Alors l'ordre des pôles aux entiers négatifs assez grand est exactement égal 
à k et l'on a k < k\ = k — 2 avec ob^ ^ 0. 



9.3 Exemple. 

Considérons la fonction f(x, y, z) = x 2 .(x 2 +y 2 ) + z A . Comme cet exemple est 
très similaire à celui étudié en détail à la fin de [B.91], nous allons seulement 
esquisser son étude. 

Tout d'abord l'homogéneïté de / nous assure que la monodromie agit de 
façon semi-simple sur H 2 (0). Cependant, nous allons montrer que le pro- 
longement méromorphe de 



L 



\f\ p.\z\ dx Adx Ady Ady Adz Adz 

admet en À = — 1 un pôle triple, si p G C^°(X) vaut identiquement 1 près 
de l'origine. Pour cela il suffit, par transformation de Mellin complexe, de 
montrer que le développement asymptotique, quand \s\ — > de l'intégrale 



L 



2 dxAdy dx Ady 
p.\z\ — A — — — 

z z z A 



lf=s 

commence par un terme non nul en (Log\s\) 2 , puisque l'on a sur {/ = s} 

dx A dy 



A.z.dx A dy A dz / df = 



z 2 



En remplaçant la fonction de troncature p par la fonction caractéristique 
du polydisque < 1) fl (|y| < 2) (voir [B.91] pour justifier que cela ne 
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modifiera pas le pôle triple cherché) on est ramené à étudier le premier terme 
du développement asymptotique de la fonction 

dx A dx A dy A i 

<p[s) ' 



s 



'(|x|<i)n(|i/|<2) \s-x 2 (x 2 + y 2 )\ 
Après le changement de variable x = u.s^,y = t.u.s^ on trouve 

. f \u\ 2 .du Adu Adt Adt 

J(\u\<\s\-*)n(\t.u\<2.\s\-*) |1 - M 4 .(l + t 2 )| 

où c est une constante non nulle. 
Pour u fixé, on a 

f dtAdt , 4 i 

/ i T~, r— 7 — c .\u\ .Loq{\u.s*\) 

ce qui donne 

<p(s) ~ ^'.(Lo^lsl) 2 

avec c' et c" des constantes non nulles. 
Ceci montre que l'on a bien un pôle triple. 

Il est facile de donner un élément non nul de H^ Q y(S, iJ 1 (0)) dans cet 
exemple: Fixons < a <^ e. Près d'un point du cercle {x = z = ; \y\ — a}, 
on peut choisir comme coordonnées locales £ = x.^/y 2 + x 2 , y, z de sorte 
que la fonction / dans ces coordonnées se réduit à £ 2 + z 4 . Posons 

v := 2x.dÇ — Ç.dx. 

Alors la forme différentielle holomorphe z.v, vérifie d(z.v) = y Az.v et elle 
induit une section globale, uniforme et non nulle 52 du système local -ff 1 (0) 
le long de ce cercle. Le lecteur se convaincra facilement qu'elle n'est pas 
prolongeable à l'origine et donne donc un élément non nul de H^(S, if 1 (0)). 



52 



puisque le monôme z n'est pas dans l'idéal jacobien de £ 2 + z 4 . 
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Appendice I : Description topologique de H™ nS (0). 

Soit H — > D* le revêtement universel du disque pointé, et posons 

X := X x H. 

D 

Pour chaque voisinage ouvert U de S H dX notons par Û l'image 
réciproque sur X de U. Définissons la famille paracompactifiante $ de 
fermés de X en posant 

Ge$ ssi 3UD SndX I G n W = 0. 

On remarquera que cette famille de supports est invariante par l'action de 
l'automorphisme de monodromie de X induite par l'automorphisme 
( — > ( + 1 du demi-plan H. Nous allons montrer la 

Proposition. 

On a un isomorphisme "naturel" d'espaces vectoriels monodromiques 

e:Hï nS (0)^HÎ(X,C) =1 . 



Démonstration. Commençons par remarquer que l'on a un difféomorphisme 
compatible à / 53 , grâce à J. Milnor [Mi. 68] 

où F dénote la fibre de Milnor de / à l'origine. En particulier on a un 
isomorphisme "naturel" d'espaces vectoriels monodromiques H n (X,C) ~ 
H n (F, C) qui donne, pour la valeur propre 1 l'isomorphisme monodromique 
H n (X,C)=i - H n (0). 

Définissons s. Soit donc w G T cnS (Y, £ n (k)) n Ker ô et définissons sur X 
la n— forme C°° 

3=0 J ' 

53 0ù / est définie sur X comme la composée de la projection sur H avec la fonction 
exp(2in.n). 
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où p : X — > X est la projection et où £ G H. 

On a dVF = car on a supposé que ôw = 0, et on a sur X l'égalité 
P*(f) = ^C- De plus, le fait que le support de w rencontre S suivant un 
compact montre que W est à support dans $. On en déduit facilement 
que l'application e est bien définie en posant 

e(H) = W]. 

Pour vérifier que e commute aux monodromies, il nous suffit alors d'établir 
la relation 

dW 

e{N{w)) = (@) 
puisque d'après la formule de Taylor, on a pour un polynôme P 

exp(^)(P)(0 = P(C + l). 

La vérification de (@) est immédiate. On en conclut que la classe [W] est 
bien dans H£(X,C)=i. 

Montrons maintenant l'injectivité de e. Il suffit de considérer le cas d'une 
classe [w] invariante par la monodromie qui donne dans H£(X,C)=i, 
grâce à l'aspect monodromique de e. Mais dans ce cas, l'image par l'application 
d'oubli de support de [W] dans H n (X , C)=i ~ H n (0) montre que [w] 
est dans le noyau de can cn s- On a donc seulement à traiter le cas où 
[w] = i([ot\) — [à A dx] avec a G H^(S, i/ n_1 (0)) d'après le théorème l 54 
Soit donc une telle classe invariante [w] = [à A dx] vérifiant s([w]) = 0. 
Ceci signifie que l'on peut trouver une (n — I)— forme v G C$(X) vérifiant 
dv = p*(w). Fixons U un voisinage ouvert de S H dX assez petit pour 
que l'on ait Supp(v) D U — 0. 

Supposons maintenant que [w] ^ dans H™ nS (0) et n > 3. Comme on 
sait que [w] = i[a] le choix de la fonction x 55 permet de supposer que l'on 
a Suppiw) fl S C U où w = à A dx est également un représentant de la 
classe [w]. 

La forme sesquilinéaire H étant non dégénérée, on peut trouver une classe 
[w'] G H n (0) telle que l'on ait 

A(A = 0, I \ f\ 2X %AÎAwAw' k )^0. 
Jx J J 



54 L'adaptation de ceci pour n = 2 ne présente pas de difficulté et elle est laissée au 
lecteur. 

55 voir la définition de l'application i au (4.9). 
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Soit <t G C^°(V() valant identiquement 1 au voisinage de S* Pl Supp(w). 
Remarquons que, quitte à choisir U plus petit, on peut toujours supposer 
que Suppio) fl U — 0. La formule de Stokes et le prolongement analytique 
donne alors 

Pi(A = 0, / \f\ 2X daAt AwAw> k ) ^ 0. 

ce qui signifie que dans le développement asymptotique en s = de 
l'intégrale fibre 

9 r 

s— / a.wAw'k 
os J f=s 

le terme constant est non nul. Mais ceci est absurde car p*(w) = dv et 
Supp(cr) C U montrent que 1' intégrale 



/ a.w A w'k — — I do A v A w'k 

Jf=s Jf=s 



est C°° près de s = 56 puisque Supp(v) HÛ — 0. 

Terminons la preuve de l'injectivité de e pour n = 2. Il suffit de voir que 
j(i/ 1 (S'*, C)) s'injecte dans H$(X,C)=i. Si <^> est d— fermée au voisinage 
de S* et x = I près de S* et s'annule dès que l'on s'éloigne, on a 
j[v?] = [d X A ip] et e[d X A ip] — [p*(dx A <p)]. Mais si p*(d X A <p) = d\ 
où À G C^(X) n_1 on aura p*(x- l f) ~ ^ ^ sera d— fermée et localement 
d— exacte près de dS. La classe qu'elle définie dans iJ n ~ 1 (F, C) est donc 
nulle 57 . On en conclut que <p est globalement d— exacte au voisinage de dS 
et donc induit la classe nulle de H 1 (S*, C). 

Montrons maintenant la surjectivité pour n > 2, en montrant par récurrence 
sur k > 1, que si [W] G H%(X, C) =1 vérifie (T - l) k [W] = 0, elle est bien 
dans l'image de e. 

Pour k = 1, on a T[W] = [VF] et on peut trouver une (n — 1)— forme 
V G C%(X) qui vérifie -^VF = dV. On écrit alors 58 V = —jjçU avec 

C/ G C|° (X) n_1 . Alors W — dU est un représentant T— invariant de la classe 

56 Plus exactement, la partie dans ^2 1 j =0 'C[[s,s]].(Log\s\ 2 y de son développement 
asymptotique en s = est en fait dans C[[s,s]]. 

57 Car une section globale du faisceau _ff" _1 (0) qui est nulle près de dS est nulle. 

58 C'est toujours possible : on utilise ici le complexe (£'[Log f], d*) où —2iir.( = Log f 
sur X, pour calculer la partie spectrale pour la valeur propre 1 de la monodromie des 
cycles évanescents de /. 
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[W] et il existe une forme w G C^ nS (X \ / _1 (0))™ vérifiant dw = et 
p*(w) = W — dlf. On conclut en utilisant le théorème de A.Grothendieck 
[Gr.65] pour trouver une n— forme semi-méromorphe d— fermée w à pôles 
dans / -1 (0) et à support cflS induisant la même classe que w dans 
H? nS (X\f-\0),C). ' 

Supposons maintenant le résultat montré pour k < k avec k > 1 et 
montrons-le pour k = k + 1. Alors d'après l'hypothèse de récurrence, on 
peut écrire — -^W = W + dV où [W] est dans l'image de s et où 

V G CfiXy- 1 . On écrit à nouveau V = -j^U avec U G C^(X)™- 1 et 

arrive à — §^{W — dU) — W — e(w). Mais alors la n— forme 

[ C W(z).dz + (W - dU) 

est invariante par la monodromie. Elle est donc image réciproque d'une forme 
C°° et d— fermée sur X \ /~ 1 (0) à support dans c H S. On conclut alors 
facilement grâce au même argument que dans le cas k = 1, en intégrant 
terme à terme la formule donnant e(w). M 
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Appendice II : Interprétation en termes de 
complexes de cycles proches et évanescents. 
Par Claude Sabbah. 

Soit / : (C n+1 ,0) — > (C, 0) un germe de fonction holomorphe (n > 1). Soit 
ipfQ (resp. 0/Q) le complexe des cycles proches (resp. évanescents) de / 
pour le faisceau constant Q (voir [D. 73] et aussi [K.S. 90]). Il est muni 
d'un opérateur de monodromie T. A un décalage de n près, c'est un faisceau 
pervers (voir [Br. 86] et aussi [K.S. 90]). Il admet une décomposition suivant 
les valeurs propres 

V'/Q = ©«eQn[o,i[V'/,cxp(-2i7r«)Q resp. 0/Q = ©„ 6 <Qn[oa[0/,cx P (-2«™)Q 

dans la catégorie des faisceaux pervers (voir loc. cit.). L'opérateur T — 
exp(-2î7ra) Id est nilpotent sur V7,ex P (-2«™)Q (resp. 0/, cxp (-2i7™)Q)- 
Pour chaque u, on dispose d'un morphisme "canonique" 

Can : ?/>/,cx P (-2î7™)Q ► 0/,cx P (-2ît™)Q 

et d'un morphisme "variation" 

Var : 0/, C x P (-2i7™)Q ► ^f,exp{-2mu)Q 

dont les composés var o can et can o var sont égaux à T — Id sur les com- 
plexes correspondants. En un point x de / _1 (0), le germe en x du fais- 
ceau de cohomologie H p {u) := 7i. p ip f t exp(~2iwu)Q est l'espace propre généralisé 
H P (F X) Q) exp (-2i7r«) de la monodromie, si F x est la fibre de Milnor (d'un bon 
représentant) de / en x. 

Lorsque k^O, ces deux morphismes sont des isomorphismes, et on iden- 
tifie ipf t ex P (-2iiru)Q et 0/,cx P (-2i7ru)Q via can, de sorte que var devient égal à 
T - Id.' 

Soit i/-i(o) '■ {/ = 0} C n+1 l'inclusion. Lorsque u = 0, on a un triangle 
de la catégorie dérivée des complexes bornés à cohomologie constructible sur 

V= Q — > ^f,iQ — ► 0/,iQ (*) 

qui dit que les faisceaux de cohomologie de 0/ 5 iQ sont les faisceaux de coho- 
mologie réduite de V^iQ- 
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Hypothèse. Fixons une valeur propre exp(— 2mu) {u G [0, l[flQ). Nous faisons 
l'hypothèse que le complexe de faisceaux 0/ iC x P (-2i7™)Q est à support sur une 
courbe (S,0). Nous noterons 

t:{0}^S, j:S\{0}^S, ïs :S^{f = 0}, 

les inclusions. Pour simplifier, nous noterons ipf,ex P (-2inu), 0/,cx P (-2m-u) les 

Complexes ^f, eX p(-2inu)Q, 0/,cx P (-2«™)Q- 

1. La perversité de 0/, exp (-2î7™) implique que 0/, C x P (-2î7™) n'a de cohomologie 
qu'en degré n et n — 1. Le faisceau H n 4>f tC xp(-2inu), noté H n , est à support 
l'origine, et le faisceau H n ~ 1 (pf :exp ^2iTTu), noté W n_1 , est à support sur S. 

On en déduit (sans hypothèse si u ^ et sous l'hypothèse n > 2 si -u = 0, 
en utilisant le triangle (*)) que, 

• 7i n est la partie correspondant à la valeur propre exp(— 2mu) du n-ième 
groupe de cohomologie de la fibre de Milnor de / en 0, 

• H n_1 est le faisceau analogue pour la cohomologie en degré n — 1. 

Comme le faisceau constant Q sur C n+1 est auto-dual (par dualité de 
Poincaré-Verdier) à décalage près de 2(n + 1), on déduit, puisque le foncteur 
des cycles évanescents commute à la dualité à un décalage de 1 près (voir 
[Br. 86] et [K.S. 90]), que 0/,ex P (-2ra-u) est dual de 0/, cxp (2ra-u) à un décalage 
de 2n près. D'un autre côté, le foncteur i~ l est transformé en v = RT à un 
décalage de 2 près. 

Le complexe î _1 0/,cx P (-2i7™) est un complexe d'espaces vectoriels ayant 
deux groupes de cohomologie H n et Hq' 1 := i~ 1 H n ~ 1 (dans les degrés in- 
diqués) . 

Par dualité de Poincaré-Verdier, on en déduit que i ! </>/, exp (2M-u) n'a que 
deux groupes de cohomologie, qui sont 

-H n {ï<P ffiM2m) ) ~ H ny et H n+1 (r0/,cx P( 2^)) ^ K~ lV 

(où v désigne le dual des espaces vectoriels). En particulier, on a un accou- 
plement non dégénéré 7i n (i ! 0/,cx P (2«™)) <S> ^ n — > Q- 

2. Puisque 0/ ie x P (-2i7™) n'a que deux faisceaux de cohomologie, on a un tri- 
angle 

^™ _1 0/,cxp(-2ra-«)[-(™ - 1)] > 0/,cx P (-2i7r«) > H n [—n] + ^ > 
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et donc, en appliquant r, on a un triangle correspondant, qui donne une suite 
exacte longue 

— ► 7i n+1 (î ! 0/,cxp(-2î7r«)) — >■ 

avec aux deux bouts puisque 7i n est à support l'origine. Pour la même 
raison, le morphisme du milieu can : 7i n (r0j iCxp (_2j 7ru )) — > 7i n est le if n 
du morphisme de complexes i ! 0/, C xp(-2M-«) — > ï~V/,cxp(-2m-«) (oubli des sup- 
ports). 

3. Interprétation de 7i n (î ! 0/, C x P (-2î7r«))- J'interprète le groupe H'^ nS (u) 
comme le groupe de cohomologie de degré n du complexe i ! ^ 1 V ; /,cxp(-2î7r«)- 



Si m 7^ 0, on a donc 7i n (r0/, C x P (-2«™)) = H\ 



cns 



u 



Supposons maintenant que u = 0. Après application de ig 1 , le triangle 
(*) devient, puisque est à support dans S (donc — 

— ► «sV/,i — ► 

et, après application de r, 

i l Qs — ► »sV/,i — ► — ^ • 
La cohomologie du complexe rQ s = RT Q S n'existe qu'en degré 2. Donc 



H^ s (0) si n > 3, 

tf" nS (0)/image(tf 2 (Q s )) si n = 2, 
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